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Komplexe Vorzeichenvektoren

Zusammenfassung

Zur Untersuchung der Vorzeichen-Steuerbarkeit und der Vorzeichen-Stabi-

lisierbarkeit von linearen zeitinvarianten Systemen der Form ̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)+
𝐵𝑢(𝑡) mit Hilfe von algebraischen Methoden verwendet man Äquivalenz-

klassen komplexer Vektoren. Diese Äquivalenzklassen werden als kom-

plexe Vorzeichenvektoren bezeichnet. In diesem Beitrag wird die Definition

der komplexen Vorzeichenvektoren erläutert und es wird ausführlich be-

schrieben, wie man komplexe Vorzeichenvektoren systematisch konstruie-

ren kann. Eine Funktion derMATLABSALSToolbox wird vorgestellt, die alle

komplexen Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 ≤ 7 erzeugen kann. Die so

erzeugten komplexen Vorzeichenvektoren können von Funktionen zur Un-

tersuchung der Vorzeichen-Steuerbarkeit und Vorzeichen-Stabilisierbarkeit

verwendet werden.

Abstract

To analyze sign controllability and sign stabilizability of linear time invariant

systems of the form ̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) by algebraic methods we make

use of equivalance classes of complex vectors. These equivalence classes

are called complex sign vectors. The definition of complex sign vectors is

explained and it is demonstrated in detail how to construct them systemati-

cally. A function of the MATLAB SALS toolbox which constructs all complex

sign vectors of orders 𝑛 ≤ 7 is presented. Functions to test for sign con-

trollability and sign stabilizability can make use of the constructed complex

sign vectors.

1 Einleitung

Zur Überprüfung von linearen zeitinvarianten Sys-

temen der Form ̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) mit 𝑥 ∈ R𝑛,

𝑢 ∈ R𝑟, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑟 und 𝑡 ∈ R auf die Ei-

genschaften Steuerbarkeit und Stabilisierbarkeit

gibt es Methoden, die von den konkreten numeri-

schen Parametern in den Systemmatrizen 𝐴 und

𝐵 unabhängig sind. Diese Methoden sind schon

seit Jahrzehnten bekannt und sind in der wissen-

schaftlichen Literatur vielfältig behandelt worden,

siehe beispielsweise [1–10].

In der Lehrbuch-Literatur finden die Methoden we-

nig Beachtung, eine Ausnahme bildet hier das

Buch von Jan Lunze [11]. Die für MATLAB zur Ver-

fügung stehende SALS Toolbox stellt Funktionen

bereit, um von numerischen Parametern unab-

hängige Untersuchungen rechnergestützt durch-

führen zu können [12, 13]. Mit der Toolbox kön-

nen lineare zeitinvariante Systeme auf struktu-

relle Steuerbarkeit, streng strukturelle Steuerbar-

keit, Vorzeichen-Steuerbarkeit und Vorzeichen-

Stabilisierbarkeit untersucht werden.

In diesem Artikel stehen die zur Untersuchung

von Systemen auf Vorzeichen-Steuerbarkeit und

Vorzeichen-Stabilisierbarkeit benötigten komple-

xen Vorzeichenvektoren im Vordergrund. Diese

Äquivalenzklassen komplexer Vektoren wurden in

[9] eingeführt. Eine Einordnung von vorzeichen-

steuerbaren und vorzeichen-stabilisierbaren Sys-

temen in der Klasse aller linearen zeitinvarianten

Systeme ist in Abbildung 1 dargestellt.

In Abschnitt 2 wird der Begriff des komplexen

Vorzeichenvektors vorgestellt. Verschiedene Dar-

stellungsformen für komplexe Vorzeichenvekto-

ren werden in Abschnitt 3 diskutiert. Abschnitt 4

betrachtet die Anzahl der komplexen Vorzeichen-

vektoren der Ordnung 𝑛. Wie man systematisch
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Abbildung 1: Klassendiagramm zu Eigenschaften von linearen zeitinvarianten Systemen nach [14]

komplexe Vorzeichenvektoren konstruiert, wird in

Abschnitt 5 beschrieben. Hierbei ergibt sich eine

weitere Darstellungsmöglichkeit für komplexe Vor-

zeichenvektoren. Die Prüfungen auf Vorzeichen-

Steuerbarkeit und Vorzeichen-Stabilisierbarkeit

werden in den Abschnitten 6 und 7 kurz skiz-

ziert. In Abschnitt 8 wird beschrieben, wie man die

SALS Toolbox für die Erzeugung komplexer Vor-

zeichenvektoren verwendet. Einige weitere Funk-

tionen im Zusammenhang mit komplexen Vorzei-

chenvektoren werden vorgestellt.Abschnitt 9 fasst

die Ergebnisse zusammen und erläutert die Gren-

zen der Anwendbarkeit.

2 Komplexe Vorzeichenvektoren

Der Begriff des komplexen Vorzeichenvektors

wurde von Christoph Hartung in seiner Disserta-

tion [9] definiert und ausführlich charakterisiert.

In Anlehnung daran werden nachfolgend die für

das Verständnis wesentlichen Sachverhalte zu-

sammengestellt.

Zur Untersuchung der Eigenschaften linearer Sys-

teme ist in vielen Fällen die Bestimmung von Ei-

genwerten und Eigenvektoren von Matrizen erfor-

derlich. Ist 𝑞 ∈ C𝑛 ein Eigenvektor einer Matrix

𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 zum Eigenwert 𝜆 ∈ C, so ist bekannt-

lich zu diesem Eigenwert auch jeder Vektor 𝛼 𝑞 mit

𝛼 ∈ C \ {0} ein Eigenvektor.

Um die Vielzahl von Eigenvektoren zu einem Ei-

genwert beschreiben zu können, ist die Einfüh-

rung von geeigneten Äquivalenzklassen hilfreich.

Hierzu wurde in [9, S. 47] die folgende Relation

angegeben:

Definition 2.1. Die binäre Relation ∼𝑐 auf der

Menge C𝑛 ist für zwei Vektoren 𝑥, 𝑦 ∈ C𝑛

mit 𝑥 = (𝑟1𝑒j𝜙1 , 𝑟2𝑒j𝜙2 , … , 𝑟𝑛𝑒j𝜙𝑛) und 𝑦 =
(𝑝1𝑒j𝜃1 , 𝑝2𝑒j𝜃2 , … , 𝑝𝑛𝑒j𝜃𝑛) gegeben durch

𝑥 ∼𝑐 𝑦 ∶⇔

⎧{{
⎨{{
⎩

∀𝑣, 𝑤 ∈ {1, … , 𝑛}gilt ∶
𝐼 ∶ sgn (𝑟𝑣𝑟𝑤 cos(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤))

= sgn (𝑝𝑣𝑝𝑤 cos(𝜃𝑣 − 𝜃𝑤))
𝐼𝐼 ∶ sgn (𝑟𝑣𝑟𝑤 sin(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤))

= sgn (𝑝𝑣𝑝𝑤 sin(𝜃𝑣 − 𝜃𝑤))

.

Die Relation ∼𝑐 ist reflexiv, symmetrisch und tran-

sitiv und somit eine Äquivalenzrelation. Es gilt der

folgende

Satz 2.2. Für einen komplexen Vektor 𝑞 ∈ C und

eine komplexe Zahl 𝛼 ∈ C \ {0} gilt: 𝑞 ∼𝑐 𝛼 𝑞.

Der kurze Beweis ist in [9, S.47] zu finden. Nach

Satz 2.2 liegen alle zu einem bestimmten Eigen-

wert gehörigen Eigenvektoren in einer durch die

Relation ∼𝑐 bestimmten Äquivalenzklasse.

Die Menge C𝑛 der komplexen Vektoren der Ord-

nung 𝑛wird durch die Äquivalenzrelation∼𝑐 in dis-

junkte Äquivalenzklassen zerlegt. Diese Äquiva-

lenzklassen werden nach Hartung als komplexe

Vorzeichenvektoren bezeichnet [9, S. 48]:

Definition 2.3. Ein komplexer Vorzeichenvektor

der Ordnung 𝑛 ist eine Äquivalenzklasse [𝑞] ∈
C𝑛/ ∼𝑐 der Relation ∼𝑐.

3 Darstellungsformen für komplexe

Vorzeichenvektoren

DieserAbschnitt beschreibt einige der in [9] einge-

führten Darstellungsformen für komplexe Vorzei-
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chenvektoren und die zum Verständnis benötigten

Grundlagen.

3.1 Komplexe Vorzeichenmuster

Mit Hilfe der Signum-Funktion kann man reelle

Zahlen nach ihrem Vorzeichen klassifizieren. Für

eine Zahl 𝑥 ∈ R gilt:

sgn(𝑥) ∶=
⎧{
⎨{⎩

−1 falls 𝑥 < 0
0 falls 𝑥 = 0
1 falls 𝑥 > 0

(1)

In Anlehnung an [9, S. 11 ff.] werden zur Klassifi-

zierung reller Zahlen drei Mengen eingeführt:

p ∶= {𝑥 ∈ R| 𝑥 > 0} (2)

n ∶= {𝑥 ∈ R| 𝑥 < 0} (3)

z ∶= {0} (4)

Die Symbole p, n und z1 zur Bezeichnung die-

ser Mengen werden als Vorzeichen bezeichnet,

und V ∶= {z, p, n} beschreibt die Menge der Vor-

zeichen. In [9] werden vier weitere Symbole zur

Beschreibung von Teilmengen der reellen Zah-

len eingeführt sowie der Begriff und die Menge

U der unsicheren Zahlen definiert. Unter Verwen-

dung der Symbole zp, zn, pn und zpn notiert man

U ∶= {z, p, n, zp, zn, pn, zpn}. Hier bedeuten zp die

nichtnegativen reellen Zahlen, zn die nichtpositi-

ven reellen Zahlen, pn die von null verschiede-

nen reellen Zahlen und zpn die reellen Zahlen. Die

Menge der Vorzeichen V ist eine Teilmenge der

unsicheren Zahlen.

Für die unsicheren Zahlen kann man Rechenope-

rationen einführen. So werden in [9, S. 13 ff.] eine

Addition und eine Multiplikation aufU definiert. Die

Regeln bezüglich der Multiplikation von Vorzei-

chen sind die mit den eingeführten Symbolen ge-

schriebenen Vorzeichenregeln bei der Multiplikati-

on reeller Zahlen. Beispielsweise gelten p ⋅ n = n,
n⋅n = p und p⋅z = z. Bei der Multiplikation von Vor-

zeichen ist das Ergebnis wieder ein Vorzeichen,

die Menge der Vorzeichen ist bezüglich der Mul-

tiplikation abgeschlossen. Das gilt allerdings nicht

für die Addition: Addiert man eine positive und ei-

ne negative Zahl, so kann das Ergebnis positiv,

negativ oder null sein. Mit den für die unsicheren

Zahlen vereinbarten Symbolen kann dies wie folgt

1 Die hier eingeführten Symbole unterscheiden sich von den

in [9] verwendeten. Es werden solche Symbole verwendet, die

auch in der SALS Toolbox darstellbar sind, vgl. [12].

notiert werden: p + n = zpn. Das Ergebnis derAd-
dition von Vorzeichen kann somit nicht in jedem

Fall durch ein Vorzeichen beschrieben werden.

Dieser Sachverhalt ist wichtig bei der Überprü-

fung von Vorzeichen-Systemen auf Vorzeichen-

Steuerbarkeit und Vorzeichen-Stabilisierbarkeit,

spielt für die weiteren Betrachtungen im Zusam-

menhang mit der Konstruktion komplexer Vorzei-

chenvektoren allerdings keine Rolle. Die SALS

Toolbox für MATLAB [13] stellt Funktionen zum

Rechnen mit unsicheren Zahlen zur Verfügung.

Zur Klassifizierung einer komplexen Zahl 𝑐 ∈ C
kann man die Vorzeichen des Realteils und des

Imaginärteils betrachten. Offenbar gibt es neun

Möglichkeiten, um komplexe Zahlen auf diese

Weise zu klassifizieren: Die Vorzeichen der Real-

und Imaginärteile sind für alle komplexen Zahlen

eines der vier Quadranten der komplexen Zahlen-

ebene gleich. Komplexe Zahlen, die auf einem der

vier Achsabschnitte der komplexen Ebene liegen,

haben ebenfalls gleiche Vorzeichen der Real- und

Imaginärteile. Somit können acht Äquivalenzklas-

sen für komplexe Zahlen ungleich null angege-

ben werden. Für die Zahl Null kommt eine weitere

Klasse hinzu.

Diese neun Möglichkeiten können durch Vorzei-

chenvektoren 𝛾 ∈ V2 dargestellt werden. Die erste

Komponente von 𝛾 soll das Vorzeichen des Ima-

ginärteils und die zweite Komponente das Vorzei-

chen des Realteils darstellen. Der Vorzeichenvek-

tor 𝛾(𝑐) beschreibt das komplexe Vorzeichenmus-

ter einer komplexen Zahl 𝑐.

Eine komplexe Zahl 𝑐 aus dem zweiten Quadran-

ten der komplexen Zahlenebene wird beispiels-

weise durch den Vorzeichenvektor

𝛾(𝑐) = (p
n) (5)

beschrieben, weil im zweiten Quadranten der Ima-

ginärteil positiv und der Realteil negativ sind.

Eine auf der negativen imaginärenAchse liegende

komplexe Zahl 𝑐 kann man durch den folgenden

Vorzeichenvektor beschreiben:

𝛾(𝑐) = (n
z) (6)

Bei von null verschiedenen rein reellen oder rein

imaginären Zahlen ist immer genau eine der bei-

den Komponenten des Vorzeichenmusters z. Bei
echt komplexen Zahlen sind die beiden Kompo-

nenten des Vorzeichenmusters p oder n. Für die
Zahl Null sind beide Komponenten des Vorzei-

chenmusters z.
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Ausgehend vom Vorzeichenmuster (p, p)𝑇 im ers-

tenQuadranten kannmanmit Hilfe von vier Rotati-

onsmatrizen aus V2×2 die Vorzeichenmuster aller

vier Quadranten beschreiben. Die Menge dieser

Rotationsmatrizen ist

𝑅 ∶= {(p z
z p) , (z p

n z) , (n z
z n) , (z n

p z)} ,

(7)

vgl. [9, S. 54].

Die Matrizen der Menge 𝑅 sollen in der Reihenfol-

ge von links nach rechts mit 𝑅(0), 𝑅(1), 𝑅(2) und
𝑅(3) bezeichnet werden. Durch Angabe der Re-

ferenzzahlen 𝜌 ∈ {0, 1, 2, 3} kann somit jede Ro-

tationsmatrix 𝑅(𝜌) ∈ 𝑅 identifiziert werden. Wie

man leicht erkennt, vermittelt die Rotationsmatrix

𝑅(𝜌) eine Drehung um 𝜌 ⋅ 𝜋
2 . Die Angabe der Re-

ferenzzahl 𝜌 einer Rotationsmatrix ist damit in Be-

zug auf das komplexe Vorzeichenmuster äquiva-

lent zur Angabe des entsprechenden Quadranten

der komplexen Zahlenebene.

Das Vorzeichenmuster 𝛾(𝑐) einer komplexen Zahl

𝑐 im Quadranten 𝑄 ∈ {1, 2, 3, 4} erhält man durch

Multiplikation des Vorzeichenmusters (p, p)𝑇
aus

dem ersten Quadranten mit der Rotationsmatrix

𝑅(𝜌) mit 𝜌 = 𝑄 − 1.

Beispielsweise ergibt sich das Vorzeichenmuster

im dritten Quadranten wie folgt:

𝑅(2) (p
p) = (n z

z n) (p
p) = (n

n) (8)

In gleicher Weise erhält man die Vorzeichenmus-

ter der einzelnen Achsabschnitte der komplexen

Zahlenebene. Geht man vom Vorzeichenmuster

(z, p)𝑇 für die positive reelle Achse aus, so erhält

man beispielsweise das Vorzeichenmuster für die

positive imaginäre Achse durch Multiplikation mit

𝑅(1):

𝑅(1) (z
p) = (z p

n z) (z
p) = (p

z) (9)

3.2 Darstellung mit zwei Vorzeichenmatrizen

𝒟 und 𝒫

Die Äquivalenzklasse [𝑞] eines komplexen Vektors

𝑞 = (𝑟1𝑒j𝜙1 , 𝑟2𝑒j𝜙2 , … , 𝑟𝑛𝑒j𝜙𝑛) ist nach Definition

2.1 durch die für 𝑣, 𝑤 ∈ {1, … , 𝑛} gebildeten Aus-

drücke

𝑑𝑣,𝑤 ∶= sgn (𝑟𝑣𝑟𝑤 cos(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤)) (10)

und

𝑝𝑣,𝑤 ∶= sgn (𝑟𝑣𝑟𝑤 sin(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤)) (11)

bestimmt. Diese 2 𝑛2 Ausdrücke sind die charak-

teristischen Daten des komplexen Vorzeichenvek-

tors [𝑞].

Die Ausdrücke 𝑑𝑣,𝑤 und 𝑝𝑣,𝑤 nehmen Werte aus

der Bildmenge {−1, 0, 1} der Signum-Funktion an.

Die Vorzeichen der Ausdrücke kann man gleich-

wertig mit Elementen der Menge V ∶= {z, p, n} be-
schreiben.

Bezeichnet man mit 𝒟𝑣,𝑤 ∈ V das Vorzeichen von

𝑑𝑣,𝑤 und mit 𝒫𝑣,𝑤 ∈ V das Vorzeichen von 𝑝𝑣,𝑤,

dann kann man die komplexen Vorzeichenvekto-

ren auch durch Angabe aller Vorzeichen 𝒟𝑣,𝑤 und

𝒫𝑣,𝑤 für 𝑣, 𝑤 ∈ {1, … , 𝑛} beschreiben.

Die charakteristischen Daten können mit zwei Ma-

trizen 𝒟, 𝒫 ∈ V𝑛×𝑛 dargestellt werden, wobei die

𝒟𝑣,𝑤 und 𝒫𝑣,𝑤 jeweils die Einträge in der Zeile 𝑣
und der Spalte 𝑤 der Matrizen sind. Somit kann

man durch Angabe der beiden Vorzeichenmatri-

zen 𝒟 und 𝒫 einen komplexen Vorzeichenvektor

charakterisieren.

Mit Hilfe der folgenden Überlegungen kann man

für spezielle Situationen einige Einträge in den

Matrizen 𝒟 und 𝒫 auf einfache Weise bestimmen.

Man unterscheidet hierfür die beiden Fälle 𝑟𝑖≠ 0
und 𝑟𝑖 = 0. Nimmt man für den ersten Fall o.B.d.A.

𝑟𝑖 > 0 an, dann stehen in der Spalte 𝑤 von 𝒟
die Vorzeichen von cos(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤) für 𝑣 ∈ {1, … , 𝑛}.
In der Spalte 𝑤 von 𝒫 stehen die Vorzeichen von

sin(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤) für 𝑣 ∈ {1, … , 𝑛}. Bezeichnet man

die 𝑤-ten Spalten jeweils mit 𝒟𝑤 und 𝒫𝑤, so ent-

hält die Spalte 𝒟𝑤 die Vorzeichen der Realteile

und die Spalte 𝒫𝑤 die Vorzeichen der Imaginär-

teile der Komponenten eines auf die Komponente

𝑞𝑤 normierten komplexen Vektors 𝑞. Für 𝑣 = 𝑤
sind wegen cos(0) = 1 und sin(0) = 0 die Einträge

𝒟𝑣,𝑣 = p und 𝒫𝑣,𝑣 = z.

Für jedes 𝑤 ∈ {1, … , 𝑛} wird das Paar (𝒟𝑤, 𝒫𝑤) ∈
V𝑛×V𝑛 als das𝑤-te charakteristische Vorzeichen-
muster bezeichnet, vgl. [9, S. 50].

Am Beispiel des komplexen Vektors

𝑞 = (7 𝑒 j 2 𝜋
3

5 𝑒 j 𝜋
3

)

soll der Sachverhalt verdeutlicht werden.

Die Normierung auf die erste Komponente führt

zum in der gleichen Äquivalenzklasse liegenden

Vektor

𝑞
𝑞1

= ( 1
5
7 𝑒−j 𝜋

3
) .
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Die charakteristischen Daten 𝑑𝑣,𝑤 und 𝑝𝑣,𝑤 dieses

Vektors für 𝜙𝑤 = 𝜙1 = 0 und 𝜙𝑣 = 𝜙2 = − 𝜋
3

sind:

𝑑1,1 = sgn (cos(0)) = 1
𝑝1,1 = sgn (sin(0)) = 0

𝑑2,1 = sgn (cos (−𝜋
3

)) = 1

𝑝2,1 = sgn (sin (−𝜋
3

)) = −1

Das erste charakteristische Vorzeichenmuster

(𝒟1, 𝒫1) für den Vektor 𝑞 ist somit gegeben

durch

𝒟1 = (𝒟1,1
𝒟2,1

) = (p
p)

𝒫1 = (𝒫1,1
𝒫2,1

) = (z
n) .

Diese Vorzeichenmuster bilden die erste Spalte in

den Vorzeichenmatrizen 𝒟 und 𝒫, die den kom-

plexen Vorzeichenvektor [𝑞] des komplexen Vek-

tors 𝑞 beschreiben.

Wegen der Symmetrieeigenschaften der Kosi-

nusfunktion und der Sinusfunktion gilt 𝒟1,2 =
𝒟2,1 = p und 𝒫1,2 = −𝒫2,1 = p. Die zwei-

ten Spalten von 𝒟 und 𝒫 und damit die Vekto-

ren des zweiten charakteristischen Vorzeichen-

musters (𝒟2, 𝒫2) sind

𝒟2 = (𝒟1,2
𝒟2,2

) = (p
p)

𝒫2 = (𝒫1,2
𝒫2,2

) = (p
z) .

Im Fall 𝑟𝑖 = 0 ist die Komponente 𝑞𝑖 des zu klassi-

fizierenden Vektors 𝑞 gleich null. Dann sind unter

Berücksichtigung von (10) und (11) alle Ausdrü-

cke 𝑑𝑣,𝑤 und 𝑝𝑣,𝑤 mit Beteiligung der Komponente

𝑞𝑖 ebenfalls null. Demzufolge sind in den Matrizen

𝒟 und 𝒫 die Einträge in den Zeilen und Spalten 𝑖
alle gleich z. Speziell für den Nullvektor sind sämt-

liche Einträge in den Matrizen 𝒟 und 𝒫 gleich z.
Eine solche Vorzeichenmatrix wird als Nullmatrix

bezeichnet.

3.3 Darstellung mit einer einzigen

Vorzeichenmatrix 𝔇

Ein komplexer Vorzeichenvektor kann durch die

2 𝑛2 Vorzeichen in den Matrizen 𝒟 und 𝒫 cha-

rakterisiert werden. Allerdings kann man wegen

der Symmetrie-Eigenschaften der Kosinusfunkti-

on und der Sinusfunktion eine kompaktere Dar-

stellungsform wählen. Da die Kosinusfunktion ge-

rade und die Sinusfunktion ungerade sind, gilt

𝑑𝑣,𝑤 = 𝑑𝑤,𝑣 und 𝑝𝑣,𝑤 = −𝑝𝑤,𝑣. Zudem ist gene-

rell 𝑝𝑣,𝑣 = z. Somit reichen zur Beschreibung ei-

nes komplexen Vorzeichenvektors 𝑛2 Vorzeichen.

Diese kann man beispielsweise in einer einzigen

Vorzeichenmatrix𝔇 ∈ V𝑛×𝑛 darstellen. Diese Vor-

zeichenmatrix 𝔇 repräsentiert in gleicher Weise

den komplexen Vorzeichenvektor [𝑞] wie die bei-

den Matrizen 𝒟 und 𝒫. Der einfacheren Formu-

lierung halber wird auch gelegentlich vom kom-

plexen Vorzeichenvektor 𝔇 gesprochen, obwohl

𝔇 nur eine spezielle Darstellungsform der Äqui-

valenzklasse [𝑞] ist.

Die Auswahl und Anordnung der Vorzeichen 𝒟𝑣,𝑤
und 𝒫𝑣,𝑤 in der Matrix 𝔇 kann nach folgender Vor-

schrift vorgenommen werden [9, S. 48]:

𝔇𝑣,𝑤 ∶= { 𝒟𝑣,𝑤 wenn 𝑤 ≥ 𝑣
𝒫𝑣,𝑤 wenn 𝑤 < 𝑣 (12)

Die Vorzeichen unter Beteiligung der Kosinus-

funktion stehen also oberhalb und auf der Haupt-

diagonale der Matrix 𝔇, die Vorzeichen unter Be-

teiligung der Sinusfunktion stehen unterhalb der

Hauptdiagonale.

Ist die Matrix-Repräsentation 𝔇 eines komplexen

Vorzeichenvektors gegeben, so kann man daraus

die charakteristischen Vorzeichenmuster bestim-

men. Die 𝑣-ten Komponenten des 𝑤-ten charak-

teristischen Vorzeichenmusters erhält man unter

Berücksichtigung der Festlegung (12) mit Hilfe der

folgenden Gleichungen [9, S. 50]:

(𝒟𝑤)𝑣 ∶= { 𝔇𝑣,𝑤 wenn 𝑤 ≥ 𝑣
𝔇𝑤,𝑣 wenn 𝑤 < 𝑣 (13)

(𝒫𝑤)𝑣 ∶=
⎧{
⎨{⎩

−𝔇𝑤,𝑣 wenn 𝑤 > 𝑣
𝑧 wenn 𝑤 = 𝑣
𝔇𝑣,𝑤 wenn 𝑤 < 𝑣

(14)

Hierbei stehen (𝒟𝑤)𝑣 und (𝒫𝑤)𝑣 jeweils für die 𝑣-
ten Komponenten der Spaltenvektoren 𝒟𝑤 bzw.

𝒫𝑤. Als Einträge der Matrizen 𝒟 und 𝒫 geschrie-

ben gilt:

(𝒟𝑤)𝑣 = 𝒟𝑣,𝑤 (15)

(𝒫𝑤)𝑣 = 𝒫𝑣,𝑤 (16)
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4 Anzahl komplexer Vorzeichenvektoren

Die Anzahl unterschiedlicher komplexer Vorzei-

chenvektoren der Ordnung 𝑛 ∈ N ist durch

𝜅(𝑛) = 1 +
𝑛

∑
𝑙=1

4𝑙−1 (𝑛
𝑙 )

𝑙
∑
𝑘=1

(𝑘 − 1)! {𝑙
𝑘} (17)

gegeben [9, S. 96]. Hierin sind (𝑛
𝑙 ) der Binomi-

alkoeffizient und {𝑙
𝑘} =∶ 𝑆(𝑙, 𝑘) die Stirling-Zahl

zweiter Art.

Die Stirling-Zahl zweiter Art 𝑆(𝑙, 𝑘) gibt die Anzahl
der Möglichkeiten an, eine Menge von 𝑙 Elemen-

ten in genau 𝑘 nicht leere disjunkte Teilmengen zu

zerlegen, siehe z. B. [15, S. 285].

Die Anzahl komplexer Vorzeichenvektoren steigt

mit zunehmender Systemordnung sehr schnell

an. Tabelle 1 zeigt die Werte für 𝜅(𝑛) bis zur Ord-
nung 𝑛 = 7.

𝑛 𝜅(𝑛)
1 2
2 11
3 124
4 2.101
5 47.766
6 1.365.375
7 46.987.088

Tabelle 1: Anzahl komplexer Vorzeichenvektoren der

Ordnung 𝑛 für 𝑛 ≤ 7

5 Konstruktion komplexer

Vorzeichenvektoren

Die in [9] beschriebenen Algorithmen zur Über-

prüfung der Vorzeichen-Steuerbarkeit und Vorzei-

chen-Stabilisierbarkeit machen es im allgemeinen

Fall erforderlich, Tests mit allen komplexen Vorzei-

chenvektoren ungleich null durchzuführen. Hierzu

müssen die komplexen Vorzeichenvektoren ver-

fügbar sein.

Im Folgenden wird beschrieben, wie man syste-

matisch alle komplexen Vorzeichenvektoren der

Ordnung 𝑛 generieren kann. Zum Verständnis der

Vorgehensweise sind lediglich elementare mathe-

matische Überlegungen erforderlich.

5.1 Komplexe Vorzeichenvektoren bis zur

Ordnung 2

Zunächst werden die komplexen Vorzeichenvek-

toren der Ordnung 1 betrachtet. Ein komplexer

Vektor der Ordnung 1 hat nur eine Komponente

und wird somit durch eine einzige komplexe Zahl

beschrieben:

𝑞 = 𝑞1 = 𝑟1 𝑒j𝜙1 (18)

Die darstellende Vorzeichenmatrix𝔇 hat bei 𝑛 = 1
nur einen Eintrag. Mit den Überlegungen aus Ab-

schnitt 3 kann man die beiden möglichen komple-

xen Vorzeichenvektoren für diesen Fall angeben.

Ist 𝑟1 = 0, dann ist 𝔇 = z. Ist 𝑟1 ≠ 0, dann ist

𝔇 = 𝒟1,1 = p.

Als Nächstes werden die komplexen Vorzeichen-

vektoren der Ordnung 2 betrachtet. Diese werden

durch Vorzeichenmatrizen 𝔇 ∈ V2×2 repräsen-

tiert. Zum Nullvektor 𝑞 = (0, 0)𝑇 gehört die Null-

matrix

𝔇0 = (z z
z z) .

Weiterhin gibt es komplexe Vektoren mit nur einer

Komponente ungleich null. Diese werden durch

die Vorzeichenmatrizen

𝔇1 = (p z
z z) und 𝔇2 = (z z

z p)

repräsentiert.

Weitere komplexe Vorzeichenvektoren klassifizie-

ren komplexe Vektoren 𝑞, bei denen beide Kom-

ponenten 𝑞1 = 𝑟1 𝑒j𝜙1 und 𝑞2 = 𝑟2 𝑒j𝜙2 von null

verschieden sind. Hierbei kann man folgende Fäl-

le unterscheiden, vgl. [9, S. 52]: Die Differenzen

der Argumente bzw. Winkel 𝜙1 und 𝜙2 der bei-

den Vektorkomponenten sind ganzzahlige Vielfa-

che von 𝜋
2 , d.h. 𝜙1 − 𝜙2 = 𝑘̃ 𝜋

2 mit 𝑘̃ ∈ Z. In diesem
Fall werden die Komponenten 𝑞1 und 𝑞2 von 𝑞 als
voneinander abhängig bezeichnet. Ist die Winkel-

differenz 𝜙1 − 𝜙2 ≠ 𝑘̃ 𝜋
2 , so bezeichnet man die

Komponenten als unabhängig.

Zunächst wird der Fall der abhängigen Kompo-

nenten betrachtet. Da für die Klassifikation nach

Definition 2.1 nur Winkeldifferenzen von Bedeu-

tung sind, kann man o.B.d.A. 𝜙1 = 0 setzen. Das

erreicht man durch eine geeignete Drehung oder

durch Normieren von 𝑞 auf die Komponente 𝑞1, al-

so Betrachtung von 𝑞 𝑞−1
1 . Die Komponente 𝑞1 wird

als Bezugskomponente bezeichnet.
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In Abbildung 2 ist der Fall abhängiger Komponen-

ten schematisch dargestellt. Der nach rechts wei-

sende Pfeil soll die in die reelle Achse gedrehte

Komponente 1 darstellen. Wegen der Abhängig-

keit der beiden Komponenten kann der Winkel der

zweiten Komponente nur an den grün markierten

Stellen liegen.

Abbildung 2: Mögliche Winkel der abhängigen Kom-

ponente bei 𝜙1 = 0

Die Winkel 𝜙2 geben die vier möglichen Verdre-

hungen der Komponente 2 relativ zur Bezugs-

komponente 1 an. Für die Winkeldifferenzen gilt:

𝜙1 − 𝜙2 = −𝜙2 = 𝑘̃ 𝜋
2 , wobei man o.B.d.A. für 𝑘̃ ∈

{−3, −2, … , 3} annehmen darf. Mit den Rechenre-

geln für modulare Arithmetik kann man die negati-

ven Werte für 𝑘̃ in Werte aus {0, 1, 2, 3} abbilden:

Es gilt allgemein (−𝑎) mod 𝑏 = (𝑏 − 𝑎) mod 𝑏 für

𝑏 > 0, sofern 𝑎 kein Vielfaches von 𝑏 ist, vgl. [16, S.
133]. In unserem Fall ergibt sich 𝑘 = 𝑘̃ mod 4. Die
Verdrehung der abhängigen Komponente 2 zur

Bezugskomponente 1 kannman somit durchWahl

eines Werts 𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3} eindeutig beschreiben.
Anschaulich ist das in Abbildung 2 zu erkennen.

Es soll nun exemplarisch den Fall 𝜙2 = 𝜋
2 betrach-

tet werden. Die Winkeldifferenz 𝜙1 − 𝜙2 ist somit

− 𝜋
2 , also 𝑘̃ = −1 bzw. 𝑘 = 3. Zur Vereinfachung

sollen die 𝑟𝑖 positive reelle Zahlen sein. Wegen

cos(𝜙1 − 𝜙2) = cos(− 𝜋
2 ) = 0 wird damit 𝒟1,2 = z.

sin(𝜙1 − 𝜙2) = sin(− 𝜋
2 ) = −1 führt zu 𝒫1,2 = n

bzw. 𝒫2,1 = p . Dies bedeutet für die Einträge von

𝔇:

𝔇1,2 = 𝒟1,2 = z 𝔇2,1 = 𝒫2,1 = p

Die Einträge in der Hauptdiagonale von 𝔇 sind für

von null verschiedene Vektorkomponenten nach

den Überlegungen ausAbschnitt 3 immer gleich p.
Damit liegt für dieses Beispiel die Vorzeichenma-

trix für den komplexen Vorzeichenvektor fest:

𝔇3 = (p z
p p)

Anhand von Abbildung 2 ist leicht zu erkennen,

dass auf diese Art drei weitere komplexe Vorzei-

chenvektoren erzeugt werden können. Tabelle 2

gibt an, wie in Abhängigkeit von 𝑘 die beiden Ein-

träge außerhalb der Hauptdiagonale, also 𝔇1,𝑤
und 𝔇𝑤,1 mit 𝑤 = 2, gewählt werden müssen.

𝑘 0 1 2 3
𝔇1,𝑤 p z n z
𝔇𝑤,1 z n z p

Tabelle 2: Einträge in der Matrix 𝔇 in Abhängigkeit von

𝑘 bei abhängigen Komponenten

Die weiteren komplexen Vorzeichenvektoren mit

abhängigen Komponenten werden durch die fol-

genden Vorzeichenmatrizen repräsentiert:

𝔇4 = (p p
z p) 𝔇5 = (p z

n p)

𝔇6 = (p n
z p)

Nunwird der Fall betrachtet, dass die beiden Kom-

ponenten des Vektors 𝑞 unabhängig sind. Wenn

wieder die erste Komponente die Bezugskompo-

nente ist, dann kann der Winkel der zweiten Kom-

ponente in den vier in Abbildung 3 dargestellten

offenen Intervallen liegen. Diese Intervalle reprä-

sentieren die durch die römischen Zahlen 𝐼 bis

𝐼𝑉 bezeichneten Quadranten der komplexen Zah-

lenebene. In jedem Quadranten ist beispielhaft ei-

ne mögliche Winkelposition für die zweite Kompo-

nente grün markiert.

Abbildung 3: Beispiele für Winkelbeziehungen bei un-

abhängigen Komponenten

Zur weiteren Erläuterung wird der Fall betrach-

tet, dass 𝜙2 in Bezug auf 𝜙1 im ersten Quadran-

ten der komplexen Ebene liegt, dass also 0 <
𝜙2 < 𝜋

2 bei 𝜙1 = 0 gilt. Unter einem Quadran-

ten in der komplexen Ebene soll entsprechend
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der Beschreibung durch offene Intervalle ein of-

fener Quadrant verstanden werden. Die begren-

zenden Achsen gehören somit nicht zu den Qua-

dranten. Für den betrachteten Fall ist 𝒟1,2 = p,
da cos(𝜙1 − 𝜙2) = cos(−𝜙2) im betrachteten Inter-

vall immer positiv ist. 𝒫1,2 = n, da sin(𝜙1 − 𝜙2) =
sin(−𝜙2) im betrachteten Intervall immer negativ

ist. Wegen 𝒫2,1 = −𝒫1,2 ist 𝒫2,1 = p. Die Einträ-

ge in der Matrix 𝔇 außerhalb der Hauptdiagonale

sind somit:

𝔇1,2 = 𝒟1,2 = p 𝔇2,1 = 𝒫2,1 = p

Der komplexe Vorzeichenvektor mit unabhängi-

gen Komponenten, bei dem 𝜙1 = 0 und 0 < 𝜙2 <
𝜋
2 gilt, wird also durch die Vorzeichenmatrix

𝔇7 = (p p
p p)

repräsentiert.

Offensichtlich gibt es drei weitere komplexe Vor-

zeichenvektoren in dieser Konstellation. Diese

können mit Hilfe von Tabelle 3 mit 𝑤 = 2 konstru-

iert werden.

Quadrant von 𝜙𝑤 𝐼 𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝑉
𝔇1,𝑤 p n n p
𝔇𝑤,1 p p n n

Tabelle 3: Einträge in der Matrix 𝔇 in Abhängigkeit des

Quadranten von 𝜙𝑤

Die weiteren Vorzeichenmatrizen zur Beschrei-

bung der komplexen Vorzeichenvektoren mit zwei

unabhängigen Komponenten sind nachfolgend

aufgelistet:

𝔇8 = (p n
p p) 𝔇9 = (p n

n p)

𝔇10 = (p p
n p)

Damit sind alle elf komplexen Vorzeichenvektoren

für komplexe Vektoren der Ordnung 𝑛 = 2 ermit-

telt.

5.2 Komplexe Vorzeichenvektoren höherer

Ordnung

Bisher wurden die komplexen Vorzeichenvekto-

ren für die Ordnungen 1 und 2 konstruiert und

aufgeschrieben. Für die Ordnung 𝑛 = 3 müsste

man gemäß Tabelle 1 bereits 124 komplexe Vor-

zeichenvektoren konstruieren und notieren. Ohne

Rechnerunterstützung ist das natürlich sehr müh-

selig. Zudemmüssen für die Konstruktion komple-

xer Vorzeichenvektoren ab 𝑛 = 3 weitere Situa-

tionen berücksichtigt werden. Es gibt die bereits

für 𝑛 = 2 diskutierten Fälle, dass entweder alle

von null verschiedenen Komponenten unabhän-

gig oder alle abhängig sind. Hinzu kommen die

Fälle, bei denen zwei Komponenten als unabhän-

gig und die dritte Komponente als abhängig zu ei-

ner der beiden anderen betrachtet werden müs-

sen. Wenn mehr als zwei unabhängige Kompo-

nenten vorliegen, dann ist zusätzlich die Lage der

Argumente der unabhängigen Komponenten zu-

einander zu berücksichtigen. Alle diese Fälle wer-

den im Folgenden zunächst für die Ordnung 𝑛 = 3
erläutert.

Einige einfache Fälle von komplexen Vorzeichen-

vektoren für 𝑛 = 3 können sofort angegeben wer-

den. Die Nullmatrix

𝔇0 = ⎛⎜
⎝

z z z
z z z
z z z

⎞⎟
⎠

stellt den komplexen Vorzeichenvektor für den

Nullvektor 𝑞 = (0, 0, 0)𝑇 dar.

Betrachtet man Vektoren der Ordnung 3mit nur ei-

ner von null verschiedenen Komponente, so kann

man auch dafür gleich die darstellenden Vorzei-

chenmatrizen angeben:

𝔇1 = ⎛⎜
⎝

p z z
z z z
z z z

⎞⎟
⎠

𝔇2 = ⎛⎜
⎝

z z z
z p z
z z z

⎞⎟
⎠

𝔇3 = ⎛⎜
⎝

z z z
z z z
z z p

⎞⎟
⎠

Nun werden Vektoren mit zwei von null verschie-

denen Komponenten betrachtet. Die acht Vorzei-

chenmatrizen für komplexe Vorzeichenvektoren

der Ordnung 𝑛 = 2 mit zwei von null verschiede-

nen Komponenten sind bereits bekannt. Bekannt

ist auch, dass für eine Komponente 𝑞𝑖 = 0 die Ein-
träge in der Zeile 𝑖 und Spalte 𝑖 der Vorzeichen-
matrix 𝔇 alle 𝑧 sind. Es gibt drei Möglichkeiten, in

einem Vektor der Ordnung 𝑛 = 3 genau zwei von

null verschiedene Komponenten 𝑞1 und 𝑞2 zu plat-

zieren:

⎛⎜
⎝

𝑞1
𝑞2
0

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0
𝑞1
𝑞2

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

𝑞1
0
𝑞2

⎞⎟
⎠

Für jede der Vorzeichenmatrizen der Ordnung 𝑛 =
2, die einen komplexen Vorzeichenvektor mit zwei
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von null verschiedenen Komponenten repräsen-

tieren, kann man daher drei Vorzeichenmatrizen

der Ordnung 𝑛 = 3 konstruieren. Das ist für die in

Abschnitt 5.1 bestimmten Matrizen 𝔇3, … , 𝔇10 ∈
V2×2 der Fall. Somit ergeben sich 3⋅8 = 24 Vorzei-
chenmatrizen, die komplexe Vorzeichenvektoren

der Ordnung 𝑛 = 3 mit zwei von null verschiede-

nen Komponenten repräsentieren.

Das folgende Beispiel soll zur Verdeutlichung die-

nen. Die Matrix

𝔇5 = (p z
n p)

repräsentiert einen komplexen Vorzeichenvektor

der Ordnung 𝑛 = 2 mit zwei von null verschie-

denen Komponenten. Es wird untersucht, welche

komplexen Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 =
3 daraus konstruiert werden können.

In denMatrizen für 𝑛 = 3 steht in den zu einer Null-
Komponente im Vektor 𝑞 gehörigen Zeilen und

Spalten von 𝔇 ausschließlich das Vorzeichen z.
In die anderen Einträge werden die Werte aus der

Matrix 𝔇5 ∈ V2×2 übernommen. Das Ergebnis der

so erzeugten Vorzeichenmatrizen 𝔇𝑖 ∈ V3×3 ist

nachfolgend aufgelistet:

𝔇4 = ⎛⎜
⎝

p z z
n p z
z z z

⎞⎟
⎠

𝔇5 = ⎛⎜
⎝

z z z
z p z
z n p

⎞⎟
⎠

𝔇6 = ⎛⎜
⎝

p z z
z z z
n z p

⎞⎟
⎠

Generiert man komplexe Vorzeichenvektoren der

Ordnung 𝑛 = 4 mit zwei von null verschiede-

nen Elementen, dann hat man (4
2) = 6 Möglich-

keiten, die von null verschiedenen Komponenten

im Vektor 𝑞 zu platzieren. In diesem Fall gibt es

6 ⋅ 8 = 48 Vorzeichenmatrizen für die komplexen

Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 = 4 mit zwei

von null verschiedenen Komponenten.

Allgemein kann man aus jedem komplexen Vor-

zeichenvektor der Ordnung 𝑘 mit genau 𝑘 von

null verschiedenen Komponenten (𝑛
𝑘) verschiede-

ne Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 mit genau

𝑘 von null verschiedenen Komponenten erzeu-

gen.

5.3 Algorithmen zur Konstruktion der

komplexen Vorzeichenmatrizen

Verallgemeinert man die bisherigen Überlegun-

gen, so kann man den folgenden Algorithmus an-

geben:

Algorithmus 1. Bestimmen der darstellenden

Vorzeichenmatrizen 𝔇 aller komplexen Vorzei-

chenvektoren der Ordnung 𝑛

1. Generiere die Nullmatrix als speziellen kom-

plexen Vorzeichenvektor.

2. Initialisiere 𝑘 ∶= 0.

3. Setze 𝑘 ∶= 𝑘 + 1.

4. Generiere alle darstellenden Matrizen 𝔇 ∈
V𝑘×𝑘 für Vektoren der Ordnung 𝑘 mit genau

𝑘 von null verschiedenen Komponenten.

5. Konstruiere daraus die (𝑛
𝑘) Vorzeichenma-

trizen 𝔇 ∈ V𝑛×𝑛 der Ordnung 𝑛 für Vektoren

mit 𝑘 von null verschiedenen Komponenten.

6. Wenn 𝑘 < 𝑛, gehe zu 3.

7. Ende

Das Problem der Konstruktion von komplexen

Vorzeichenvektoren ist damit zurückgeführt auf

das Problem, die darstellenden Vorzeichenmatri-

zen 𝔇 für Vektoren der Ordnung 𝑘 mit genau 𝑘 von
null verschiedenen Komponenten zu finden. ImAl-

gorithmus 1 ist dies der Schritt 4.

Für den Fall 𝑛 = 3 wurden bereits 28 Vorzei-

chenmatrizen für Vektorenmit weniger als drei von

null verschiedenen Komponenten generiert. So-

mit sind noch 96 der 124 komplexen Vorzeichen-

vektoren zu konstruieren. Das sind die komplexen

Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 = 3, die ge-

nau drei von null verschiedene Komponenten ha-

ben. Zur Konstruktion der entsprechenden Vorzei-

chenmatrizen 𝔇 wird nachfolgend eine Methode

entwickelt, die für beliebige 𝑛 > 3 verallgemeinert

und als Algorithmus formuliert werden kann.

Die folgenden drei bei der Konstruktion von kom-

plexen Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 ≥ 3mit

𝑛 von null verschiedenen Komponenten auftreten-

den Fälle werden unterschieden:

1. Alle Komponenten sind abhängig.

2. Alle Komponenten sind unabhängig.

3. Es gibt abhängige und unabhängige Kompo-

nenten.

Um alle unterschiedlichen Möglichkeiten benen-

nen zu können, wird die Menge der Indizes 𝐼3 ∶=
{1, 2, 3} aller Komponenten eines Vektors mit 𝑛 =
3 definiert. Zur Vereinfachung spricht man auch

vom Element 𝑘 eines Vektors, wenn dessen Kom-

ponente mit dem Index 𝑘 gemeint ist. Die Menge
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𝐼3 wird in eine, zwei und drei nichtleere Teilmen-

gen zerlegt und die Partitionen werden wie folgt

notiert:

{{1, 2, 3}} ; {{1, 2} , {3}} ; {{1, 3} , {2}} ;

{{1} , {2, 3}} ; {{1} , {2} , {3}}

Für den betrachteten Fall 𝑛 = 3 ist die Anzahl der

Partitionen noch sehr übersichtlich. Zu den bei-

den trivialen Zerlegungen in eine und drei Teil-

mengen kommen noch 𝑆(3, 2) = 3 Zerlegungen

in zwei Teilmengen hinzu. Für größere Ordnungen

wächst die Anzahl der Partitionen schnell an. Zur

systematischen Erzeugung der Partitionen sind

Algorithmen bekannt, siehe z. B. [17].

Die Teilmengen innerhalb einer Partition werden

als Gruppen bezeichnet. Die Elemente innerhalb

einer Gruppe sind nach aufsteigender Reihenfol-

ge geordnet. Alle Elemente in einer Gruppe be-

trachtet man als abhängig. O.B.d.A. kann das ers-

te Element in einer Gruppe als das zu den Ele-

menten anderer Gruppen unabhängige Element

und als Bezugselement für die Gruppe betrachtet

werden.

Damit sind der Fall 1 mit nur abhängigen Kompo-

nenten durch die Partition {{1, 2, 3}} und der Fall

2 mit nur unabhängigen Komponenten durch die

Partition {{1} , {2} , {3}} beschrieben. Die ande-

ren drei Partitionen beschreiben den Fall 3 mit so-

wohl abhängigen als auch unabhängigen Kompo-

nenten.

Zunächst soll der Fall 1 von abhängigen Elemen-

ten betrachtet werden. Es gibt 42 = 16 Möglichkei-

ten, die Winkel 𝜙2 und 𝜙3 in Relation zum Element

1 zu wählen.

Mit Hilfe von Abbildung 2 und Tabelle 2 können

die Einträge in Spalte 1 und Zeile 1 von 𝔇 er-

mittelt werden. Es fehlen noch die Einträge 𝔇2,3
und 𝔇3,2. Diese kann man mit Hilfe einer Verall-

gemeinerung von Tabelle 2 ermitteln. Die Winkel

von Element 2 und Element 3 bei Normierung auf

Element 1 sind wegen derAbhängigkeit durch 𝑘2
𝜋
2

und 𝑘3
𝜋
2 mit 𝑘2, 𝑘3 ∈ Z gegeben. Man definiert als

Distanz

𝑑𝑘 ∶= (𝑘2 − 𝑘3) mod 4

und erhält so für 𝑑𝑘 Werte aus {0, 1, 2, 3}. Di-
stanz 1 bedeutet beispielsweise, dass 𝜙2 − 𝜙3 ∈
{ 𝜋

2 , −3 𝜋
2 } ist. Diese Überlegungen kann man wie

folgt verallgemeinern.

Zur Ermittlung der Einträge 𝔇𝑣,𝑤 und 𝔇𝑤,𝑣 für 𝑣 <
𝑤 bildet man die Distanz

𝑑𝑘 ∶= (𝑘𝑣 − 𝑘𝑤) mod 4. (19)

In Tabelle 4 können unter Berücksichtigung von 𝑑𝑘
die Werte der Einträge von 𝔇 für abhängige Ele-

mente 𝑣, 𝑤 mit 𝑣 < 𝑤 abgelesen werden.

𝑑𝑘 0 1 2 3
𝔇𝑣,𝑤 p z n z
𝔇𝑤,𝑣 z n z p

Tabelle 4: Einträge in der Matrix 𝔇 in Abhängigkeit von

𝑑𝑘 bei abhängigen Elementen und 𝑣 < 𝑤

Tabelle 4 ist eine Verallgemeinerung von Tabelle

2 und kann daher generell für die Ermittlung der

Einträge in 𝔇 bei abhängigen Elementen heran-

gezogen werden. Die durch Tabelle 2 beschriebe-

nen Festlegungen erhält man mit Tabelle 4 durch

die Wahl von 𝑣 = 1 und 𝑘𝑣 = 0.

Für die Betrachtung von Fall 2 ist die folgende De-

finition hilfreich:

Definition 5.1. Unter der Position pos(𝑖) der Vek-
torkomponente mit dem Index 𝑖 versteht man

pos(𝑖) ∶= 𝜙𝑖 mod 𝜋
2 .

Im Fall 2 sind alle Komponenten in 𝑞 unabhängig.
Die Komponente 1 soll wieder als Bezugskompo-

nente2 betrachtet und o.B.d.A. der Winkel 𝜙1 = 0
gesetzt werden. Anhand von Abbildung 4 soll er-

läutert werden, dass bei mehr als zwei unabhän-

gigen Elementen zusätzliche Überlegungen erfor-

derlich sind.

Abbildung 4: Beispiel für die Lage der unabhängigen

Elemente im gleichen Quadranten bei

𝑛 = 3

2 Im allgemeinen Fall betrachtet man die erste Komponente ei-

nes Vektors, die ungleich null ist, als Bezugskomponente. De-

ren Position ist 0. Alle anderen unabhängigen Komponenten 𝑘
haben eine Position zwischen 0 < pos(𝑘) < 𝜋

2 . Im betrach-

teten Beispiel wurde vorausgesetzt, dass alle Komponenten

ungleich null sind. Somit ist die Komponente 1 die Bezugskom-

ponente.
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Für die Ermittlung der Einträge in der ersten Zeile

und Spalte von𝔇 ergibt sich kein Unterschied zum

Fall 𝑛 = 2. Man kann wieder die Tabelle 3 zur Er-

mittlung von 𝔇1,𝑤 und 𝔇𝑤,1 heranziehen. Wegen

der Normierung auf Element 1 und der Unabhän-

gigkeit der Elemente ist immer gewährleistet, dass

pos(1) < pos(𝑤) ist.

Abbildung 4 zeigt an einem Beispiel die Lage der

Elemente 2 und 3 relativ zum Element 1. Die ein-

gezeichnete Lage von Element 2 und die zwei un-

terschiedlichen Lagen für das Element 3 liegen al-

le im ersten Quadranten.

Die mit pos(2) > pos(3) beschriebene Situati-

on führt dazu, dass die Differenz der Argumente

𝜙2 − 𝜙3 im ersten Quadranten liegt, also im offe-

nen Intervall (0, 𝜋
2 ). In diesem Intervall ist die Kosi-

nusfunktion positiv, was zu 𝒟2,3 = p führt. Die Si-

nusfunktion ist ebenfalls positiv, so dass 𝒫2,3 = p.
Dies führt zu den Einträgen 𝔇2,3 = p und 𝔇3,2 =
n.

Anders sieht es für die mit pos(2) < pos(3) be-

schriebene Situation aus. Hier liegt die Differenz

der Argumente 𝜙2 − 𝜙3 im vierten Quadranten, al-

so im offenen Intervall (− 𝜋
2 , 0). In diesem Intervall

ist die Kosinusfunktion positiv und damit 𝒟2,3 = p.
Die Sinusfunktion liefert negativeWerte und daher

ist 𝒫2,3 = n, was zu den Einträgen 𝔇2,3 = p und

𝔇3,2 = p führt.

Im Unterschied zu diesem Beispiel können im All-

gemeinen die Elemente 2 und 3 in beliebigenQua-

dranten relativ zu 1 liegen. Daher müssen die

Quadranten der unabhängigen Elemente eben-

falls zur Bestimmung der Einträge in 𝔇 berück-

sichtigt werden.

Zur Erläuterung wird ein zweites Beispiel analy-

siert, bei dem die Elemente 2 und 3 in unterschied-

lichen Quadranten liegen. Eine solche Situation

zeigt Abbildung 5.

Abbildung 5: Beispiel für die Lage der unabhängigen

Elemente in unterschiedlichen Quadran-

ten

Hier ist Element 2 im dritten Quadranten und die

beiden Alternativen für das Element 3 liegen im

zweiten Quadranten. Für pos(2) > pos(3) ist die

Differenz der Argumente 𝜙2 − 𝜙3 im zweiten Qua-

dranten. Ist hingegen pos(2) < pos(3), so liegt die

Differenz der Argumente 𝜙2 − 𝜙3 im ersten Qua-

dranten. In beiden Fällen ist die Differenz der Qua-

dranten gleich 1. Die für die Ermittlung der Vorzei-

chen zu betrachtendenQuadranten werden als ef-

fektive Quadranten bezeichnet. Diese hängen so-

wohl von der Differenz der Quadranten der be-

trachteten Komponenten als auch von deren Po-

sition ab.

Eine Analyse aller Kombinationen führt zu Tabel-

le 5. Sie gibt an, in welchem effektiven Quadran-

ten die Differenz der Argumente 𝜙𝑣 − 𝜙𝑤 zu liegen

kommt, wenn die Differenz der Quadranten

𝑑𝑄 ∶= [𝑄(𝑣) − 𝑄(𝑤)] mod 4 (20)

ist. Hier bedeuten 𝑄(𝑣) und 𝑄(𝑤) die Quadranten

der Winkel 𝜙𝑣 und 𝜙𝑤.

𝑑𝑄 pos(𝑣) < pos(𝑤) pos(𝑣) > pos(𝑤)
0 𝐼𝑉 𝐼
1 𝐼 𝐼𝐼
2 𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼
3 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝑉

Tabelle 5: Effektive Quadranten zur Ermittlung der Vor-

zeichen von 𝒟𝑣,𝑤 und 𝒫𝑣,𝑤 bei Differenz 𝑑𝑄
der Quadranten von 𝑣 und 𝑤

Anhand des so bestimmten effektiven Quadranten

kann man die Einträge in 𝔇 ermitteln. Ist der effek-

tive Quadrant beispielsweise der vierte Quadrant

IV, so ist 𝒟2,3 = p und 𝒫2,3 = n. Daraus ergeben
sich unter Berücksichtigung von (12) die Einträge

in 𝔇.

Damit ist die komplette Situation bei unabhängi-

gen Elementen beschrieben. Es gibt 42 = 16 un-

terschiedliche Kombinationen der Quadranten für

die Elemente 2 und 3. Außerdem gibt es (3−1)! =
2 Möglichkeiten, die Positionen der Elemente 2

und 3 zu wählen. Dies führt also zu 32 komple-

xen Vorzeichenvektoren. Im allgemeinen Fall gibt

es 4𝑛−1 unterschiedliche Kombinationen der Qua-

dranten für die Elemente 2, ..., 𝑛 und (𝑛 − 1)! Mög-

lichkeiten zur Wahl der Positionen dieser Elemen-

te. Das führt zu 4𝑛−1(𝑛 − 1)! komplexen Vorzei-

chenvektoren mit 𝑛 voneinander unabhängigen

Elementen.
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Es verbleibt noch, den Fall 3 zu diskutieren. Die-

ser liefert die noch ausstehenden 48 komplexen

Vorzeichenvektoren. Bei den Partitionen

{{1, 2} , {3}} ; {{1, 3} , {2}} ; {{1} , {2, 3}}

gibt es jeweils eine Gruppe mit zwei Elementen

und eine weitere mit nur einem Element.

Zunächst soll die Partition {{1, 2} , {3}} betrach-

tet werden. Die Elemente 1 und 3 sind unab-

hängig. Es gibt vier Möglichkeiten für die Wahl

des Quadranten von Element 3 bezüglich Element

1. Weiterhin gibt es vier Möglichkeiten zur Wahl

der Verdrehung von Element 2 relativ zum Ele-

ment 1. Somit liefert diese Partition 16 komplexe

Vorzeichenvektoren. In gleicher Weise kann man

für die anderen beiden Partitionen argumentieren

und kommt so insgesamt auf 48 komplexe Vorzei-

chenvektoren.

Für die Bestimmung der Einträge 𝔇1,3 und 𝔇3,1
für die unabhängigen Elemente 1 und 3 verwen-

det man Tabelle 3. Für die Bestimmung der Ein-

träge 𝔇1,2 und 𝔇2,1 der zueinander abhängigen

Elemente greift man auf Tabelle 4 zurück.

Es fehlen jetzt noch die Einträge in 𝔇, welche die

Relation zwischen dem zu 1 abhängigen Element

2 und dem unabhängigen Element 3 repräsentie-

ren. Für die Bestimmung dieser Einträge sind die

Quadranten der unabhängigen Elemente 1 und

3 sowie die Verdrehung 𝑘2 ∈ {0, … , 3} des ab-

hängigen Elements 2 zu seinem Bezugselement

1 von Relevanz. Der Quadrant eines abhängigen

Elements ergibt sich als Summe aus dem Qua-

dranten des unabhängigen Elements in der Grup-

pe und dem 𝑘-Wert des abhängigen Elements.

Im Beispiel ist der Quadrant von Element 2 also

𝑄(2) = 𝑄(1)+𝑘2. Für 𝑣 = 2 und𝑤 = 3 ist damit die

Differenz 𝑑𝑄 = [𝑄(2) − 𝑄(3)] mod 4 zu ermitteln.

Mit Tabelle 5 findet man die effektiven Quadran-

ten und kann damit die Einträge in den Matrizen

𝒟 und 𝒫 und somit in 𝔇 bestimmen. Hierbei ist zu

berücksichtigen, dass pos(3) > pos(2) ist, da das

Element 2 zu 1 abhängig ist und pos(3) > pos(1)
ist.

Für diese Partition ist somit geklärt, wie die cha-

rakteristischen Daten des komplexen Vorzeichen-

vektors ermittelt werden.

Für 𝑛 = 3 kommt es nicht vor, dass mehrere Grup-

penmit mehr als einemElement auftreten können.

Um eine solche Situation zu analysieren, soll die

folgende zu einem Vektor der Ordnung 𝑛 = 5 ge-

hörigen Partition betrachtet werden:

{{1} ; {2, 3} ; {4, 5}}

Diese Partition besteht aus drei Gruppen. Die Ele-

mente 1, 2 und 4 werden als unabhängige Ele-

mente betrachtet. Die Einträge 𝔇1,2, 𝔇2,1, 𝔇1,4
und 𝔇4,1 sind somit durch die Quadranten gege-

ben, in denen die Winkel von 2 und 4 relativ zu

1 liegen. Diese Einträge bestimmt man mit Tabel-

le 3. Die Einträge 𝔇2,3, 𝔇3,2 sowie 𝔇4,5 und 𝔇5,4
können mit Hilfe der Tabelle 4 bestimmt werden.

Zur Bestimmung der Einträge 𝔇2,4 und 𝔇4,2 sind

auch die Positionen von 2 und 4 relevant, vgl. Fall

2. Mit Hilfe von Tabelle 5 findet man die zur Be-

rechnung der Einträge benötigten effektiven Qua-

dranten.

Man muss nun noch die Einträge in 𝔇 für jedes

unabhängige Element und die abhängigen Ele-

menten der nachfolgenden Gruppen bestimmen.

Das wurde für 𝑛 = 3 bereits ausgeführt. Die

dazu analoge Vorgehensweise für diese Partiti-

on ist nachfolgend der Vollständigkeit halber be-

schrieben. Betroffen sind die Einträge 𝔇1,3, 𝔇3,1,

𝔇1,5, 𝔇5,1, 𝔇2,5 und 𝔇5,2. Hierzu benötigt man

die Quadranten und Positionen der unabhängigen

Elemente sowie die Verdrehung 𝑘 des abhängi-

gen Elements. Der Quadrant des abhängigen Ele-

ments ist die Summe aus dem Quadranten des

unabhängigen Elements in der Gruppe und dem

𝑘-Wert des abhängigen Elements. Man bildet die

Differenz aus demQuadranten des unabhängigen

Elements und dem Quadranten des abhängigen

Elements der Folgegruppe. Damit bestimmt man

nach Formel (20) den Wert 𝑑𝑄. Mit den Positio-

nen der beiden unabhängigen Elemente und dem

𝑑𝑄-Wert kann man aus Tabelle 5 den effektiven

Quadranten bestimmen.

Schließlich bestimmt man noch die Einträge für je-

des abhängige Element in einer Gruppe mit allen

Elementen aller folgenden Gruppen. Für die be-

trachtete Partition entspricht dies den Einträgen

𝔇3,4, 𝔇4,3, 𝔇3,5 und 𝔇5,3.

Hierzu benötigt man die Quadranten und Positio-

nen der unabhängigen Elemente sowie die Ver-

drehungen 𝑘 der abhängigen Elemente. Die Vor-

gehensweise ist auch hier wie zuvor beschrieben.

Man bildet die Differenz 𝑑𝑄 aus den Quadranten

der beteiligten Elemente und ermittelt mit Hilfe von

Tabelle 5 den effektiven Quadranten.

Die bisher anhand der Betrachtung von Beispie-

len gewonnenen Erkenntnisse sind in Algorith-

mus 2 in Form eines Struktogramms zusammen-

gefasst. Die einzelnen Unterprogramme sind mit

dem Buchstaben U und die Schleifen mit dem

Buchstaben L, jeweils ergänzt durch eine Num-

mer, gekennzeichnet.
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Algorithmus 2. Bestimmung aller Vorzeichenmatrizen 𝔇 für die komplexen Vorzeichenvektoren der

Ordnung 𝑛 mit genau 𝑛 von null verschiedenen Elementen

U1: Erstelle eine Liste aller ∑𝑛
𝑘=1 {𝑛

𝑘} Partitionen der Elemente aus 𝐼𝑛 ∶= {1, … , 𝑛}.

L1: Für jede Partition in der Liste

U2: Generiere alle 4𝑘−1 Kombinationen von Quadranten aus 𝑄 ∶= {1, 2, 3, 4} für die
(𝑘 − 1) unabhängigen Elemente größer als 1 aus den 𝑘 Gruppen der Partition.

U3: Generiere alle (𝑘 − 1)! Sequenzen der Positionen der (𝑘 − 1) unabhängigen
Elemente der 𝑘 Gruppen.

U4: Generiere alle 4𝑛−𝑘 (𝑛 − 𝑘)-stelligen Kombinationen aus {0, 1, 2, 3} für die Ver-

drehungen der (𝑛 − 𝑘) abhängigen Elemente.

L2: Für jede Kombination der Quadranten

U5: Bestimme die Einträge 𝔇1,𝑤 und 𝔇𝑤,1 in den Zeilen und Spalten 1 für die

unabhängigen Elemente 𝑤 nach Tabelle 3.

L3: Für alle Sequenzen

U6: Bestimme die Einträge 𝔇𝑣,𝑤 und 𝔇𝑤,𝑣 für unabhängige Elemente

𝑣, 𝑤 > 1 nach Tabelle 5.

L4: Für jede Kombination der Verdrehungen

L5: Für jede der 𝑘 Gruppen in der Partition

U7: Bestimme die Einträge 𝔇𝑣,𝑤 und 𝔇𝑤,𝑣 für die abhängigen Ele-

mente 𝑣, 𝑤 nach Tabelle 4.

L6: Für alle 𝑘 unabhängigen Elemente

U8: Generiere die Einträge 𝔇𝑣,𝑤 und 𝔇𝑤,𝑣 der unabhängigen Ele-

mente 𝑣 zu den abhängigen Elementen 𝑤 der Folgegruppen nach

Tabelle 5.

L7: Für alle (𝑛 − 𝑘) abhängigen Elemente

U9: Generiere die Einträge𝔇𝑣,𝑤 und𝔇𝑤,𝑣 der abhängigen Elemen-

te 𝑣 zu allen Elementen 𝑤 in den Folgegruppen nach Tabelle 5.

U10: Schreibe die Vorzeichenmatrix 𝔇 in die Ergebnisliste.

Mit der im Struktogramm zusammengefassten

Vorgehensweise kann man alle komplexen Vor-

zeichenvektoren der Ordnung 𝑘 mit genau 𝑘 von

null verschiedenen Elementen bestimmen. Damit

ist der Schritt 4 im Algorithmus 1 spezifiziert.

Basierend auf den Algorithmen 1 und 2 kann

die Gleichung (17) zur Ermittlung der Anzahl der

komplexen Vorzeichenvektoren hergeleitet wer-

den. Hierzu betrachtet man die komplexen Vorzei-

chenvektoren der Ordnung 𝑙 mit genau 𝑙 Elemen-

ten ungleich null. Es gibt 𝑆(𝑙, 𝑘) Partitionen der 𝑙
von null verschiedenen Elemente in 𝑘 Gruppen.

Für jede Partition mit 𝑘 Gruppen gibt es (𝑘 − 1)!

Sequenzen der Positionen sowie 4𝑘−1 Kom-

binationen der Quadranten der unabhängigen

Elemente. Weiterhin gibt es 4𝑙−𝑘 Verdrehungs-

Kombinationen der (𝑙 − 𝑘) abhängigen Elemente.

Die Partitionierung kann in 𝑘 = 1, … , 𝑙 Gruppen
vorgenommen werden.

Die Anzahl der komplexen Vorzeichenvektoren

der Ordnung 𝑙 mit genau 𝑙 von null verschiedenen

Elementen ist somit

𝜅𝑙(𝑙) ∶=
𝑙

∑
𝑘=1

{𝑙
𝑘} (𝑘 − 1)! 4(𝑘−1) 4(𝑙−𝑘) (21)
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und nach einer Zusammenfassung der Terme

𝜅𝑙(𝑙) = 4(𝑙−1)
𝑙

∑
𝑘=1

(𝑘 − 1)! {𝑙
𝑘} . (22)

Für die 𝜅𝑙 auf diese Weise bestimmten komplexen

Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑙 gibt es jeweils
(𝑛

𝑙 ) Möglichkeiten, einen komplexen Vorzeichen-

vektor der Ordnung 𝑛 mit 𝑙 Elementen ungleich

null zu bilden. Hinzu kommt der Nullvektor. Damit

ergibt sich für die Anzahl der komplexen Vorzei-

chenvektoren

𝜅(𝑛) = 1 +
𝑛

∑
𝑙=1

(𝑛
𝑙 ) 𝜅𝑙(𝑙). (23)

Setzt man Gleichung (22) in (23) ein, kommt man

auf die in Abschnitt 4 angegebene Formel (17).

5.4 Eine weitere Darstellungsform

Mit den Algorithmen 1 und 2 kann man alle kom-

plexen Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛 in der

Darstellung mit der Vorzeichenmatrix 𝔇 bestim-

men. Es besteht auch die Möglichkeit, lediglich die

zur Konstruktion der Vorzeichenmatrix 𝔇 heran-

gezogenen Daten in geeigneter Weise zu notie-

ren. Man kann aus diesen Daten bei Bedarf die

Matrizen 𝒟 und 𝒫 bzw. 𝔇 erzeugen. Damit ist ei-

ne weitere Darstellungsform für komplexe Vorzei-

chenvektoren gegeben.

Wesentlich für die Konstruktion der Vorzeichen-

matrizen sind die durch die Partitionen dargestell-

ten Abhängigkeiten (siehe U1 in Algorithmus 2),

die Quadranten der unabhängigen Elemente (U2),

die Sequenz der Positionen der unabhängigen

Elemente (U3) sowie die Verdrehungen der ab-

hängigen Elemente relativ zu ihrem Bezugsele-

ment (U4).

In [9, S. 82] wurde eine auf diesen Daten beru-

hende Darstellungsform formal definiert. Diese al-

ternative Darstellungsform soll anhand eines Bei-

spiels aufbauend auf die Ausführungen der vori-

gen Unterabschnitte erläutert werden.

Es soll für 𝑛 = 4 die Partition {{1, 3} , {2, 4}} be-

trachtet werden. Die Elemente 1 und 2 sind in die-

ser Partition unabhängig. Das Argument von Ele-

ment 2 soll bei Normierung auf Element 1 im ers-

ten Quadranten liegen. Das Argument des abhän-

gigen Elements 3 soll relativ zumArgument seines

Bezugselements 1 um 𝜋
2 verdreht sein. Weiterhin

soll das Argument des abhängigen Elements 4 re-

lativ zum Argument seines Bezugselements 2 um

𝜋 verdreht sein.

Wegen der auf Element 1 vorgenommenen Nor-

mierung und der Unabhängigkeit von 2 gilt für

die Positionen dieser beiden Elemente pos(2) >
pos(1).

In Abbildung 6 sind die Zusammenhänge für die-

ses Beispiel in Form eines gerichteten Graphen

dargestellt. Die Knoten im Graphen entsprechen

den von null verschiedenen Elementen des kom-

plexen Vektors. Die vom Knoten 𝑖 ausgehenden
Kanten sind mit 𝑅𝑖 beschriftet. Diese Kanten-

gewichte bezeichnen Rotationsmatrizen zur Be-

schreibung der Verhältnisse der Argumente der

Elemente.

Die unabhängigen Knoten 1 und 2 und die abhän-

gigen Knoten 3 und 4 sind in unterschiedlichen

Farben dargestellt.

Abbildung 6: Graph zur Darstellung der Situation des

Beispiels

Die von den unabhängigen Knoten ausgehenden

Kanten bilden im Graphen einen gerichteten Zy-

klus. Die Knoten sind im Zyklus beginnend mit

Knoten 1 nach aufsteigenden Positionen angeord-

net. Vom letzten Knoten führt eine Kante zumKno-

ten 1, um den Zyklus zu schließen. Die abhängi-

gen Knoten haben eine jeweils zu ihrem Bezugs-

knoten gerichtete Kante.

Die Kantengewichte 𝑅3 und 𝑅4 geben an, wie die

Argumente der Bezugsknoten relativ zu den Ar-

gumenten der abhängigen Knoten verdreht sind.

Der Bezugsknoten von 3 ist Knoten 1. Im Beispiel

ist 3 gegen 1 um 𝜋
2 verdreht, was einer Verdre-

hung von 1 relativ zu 3 um − 𝜋
2 entspricht. Daher

ist 𝑅3 = 𝑅(3), vgl. Abschnitt 3.1. Der Bezugskno-
ten von 4 ist Knoten 2. Im Beispiel ist 4 gegen 2
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um 𝜋 verdreht, was einer Verdrehung von 2 relativ

zu 4 um −𝜋 entspricht. Daher ist 𝑅4 = 𝑅(2).

Im Zyklus der unabhängigen Knoten geben die

Kantengewichte an, in welchem Quadranten der

Nachfolgerknoten bezüglich seines Vorgängers

liegt. Im Beispiel ist Knoten 2 der Nachfolger von

Knoten 1 und Knoten 1 der Nachfolger von Kno-

ten 2. Das Argument von Knoten 2 liegt relativ zu

Knoten 1 im ersten Quadranten. Das wird durch

𝑅1 = 𝑅(0) beschrieben. Wegen pos(2) > pos(1)
liegt die Differenz 𝜙2 − 𝜙1 im ersten Quadranten.

Bezüglich Knoten 2 ist sein Nachfolger 1 daher im

vierten Quadranten, was durch 𝑅2 = 𝑅(3) ausge-
drückt wird.

Graph und Kantengewichte beinhalten alle Infor-

mationen zur Bestimmung des komplexen Vor-

zeichenvektors. Die Informationen im Graph kön-

nen gleichwertig mit Hilfe einer Matrix 𝜈 dargestellt
werden, vgl. [9, S. 89 ff.]. Diese Matrix soll im Fol-

genden als Konstruktionsdatenmatrix 𝜈 bezeich-

net werden. Die Matrix 𝜈 besteht in unserem Bei-

spiel aus zwei Zeilen und vier Spalten. Im allge-

meinen Fall besteht die Konstruktionsdatenmatrix

aus zwei Zeilen und 𝑛 Spalten. Mit 𝜈(𝑖, 𝑗) bezeich-
net man den Eintrag in der Zeile 𝑖 und der Spalte

𝑗 der Konstruktionsdatenmatrix.

Die Spalte 𝑘 der Matrix beschreibt die Situation

von Knoten 𝑘. Ist 𝑘 ein unabhängiger Knoten, so

steht in 𝜈(1, 𝑘) der Nachfolger-Knoten von 𝑘 im

Zyklus3. In 𝜈(2, 𝑘) steht die Nummer der Rotati-

onsmatrix, die den Quadranten des Nachfolger-

Knotens relativ zu 𝑘 bestimmt. Ist 𝑘 ein abhängiger
Knoten, so steht in 𝜈(1, 𝑘) die Nummer seines Be-

zugsknotens, also des Knotens, von dem 𝑘 abhän-
gig ist. In 𝜈(2, 𝑘) steht die Nummer der Rotations-

matrix zur Beschreibung der Verdrehung des Be-

zugsknotens 𝜈(1, 𝑘) relativ zum abhängigen Kno-

ten 𝑘. Ist die Komponente 𝑘 eines Vektors gleich

null, so ist die entsprechende Spalte 𝑘 der Kon-

struktionsdatenmatrix eine Nullspalte. Somit ste-

hen in der ersten Zeile der Konstruktionsdatenma-

trix nur die Indizes der unabhängigen Knoten oder

die Null.

Für unser Beispiel hat die Konstruktionsdatenma-

trix den folgenden Aufbau:

𝜈 = (2 1 1 2
0 3 3 2) (24)

Die einzelnen Rotationsmatrizen sind:

3 Der Spezialfall, dass nur ein einziger unabhängiger Knoten

vorhanden ist, wird am Ende dieses Abschnitts betrachtet.

𝑅1 = 𝑅(0); 𝑅2 = 𝑅(3); 𝑅3 = 𝑅(3); 𝑅4 = 𝑅(2)

Nachfolgend werden die Einträge in der Matrix 𝜈
als Ergebnis der Vorgaben im Beispiel erläutert.

Da die Konstruktionsdatenmatrix lediglich eine al-

gebraische Repräsentation des ausführlich erläu-

terten Graphen darstellt, sind die Erläuterungen

an dieser Stelle etwas knapper ausgeführt.

Spalte 1 beschreibt die Situation für den Knoten 1.

Der Nachfolger von Knoten 1 ist Knoten 2, daher

ist 𝜈(1, 1) = 2. Gemäß der Vorgabe im Beispiel

liegt das Argument von 2 relativ zum Argument

von 1 im ersten Quadranten. Daher ist die Rotati-

onmatrix 𝑅1 = 𝑅(0) und der Eintrag 𝜈(2, 1) = 0.

Spalte 2 beschreibt die Situation für den Knoten 2.

Der Nachfolger von 2 ist in diesem Beispiel gleich

dem Vorgänger 1, wie es im Graph auch zu sehen

ist. Somit ist 𝜈(1, 2) = 1. Relativ zu 2 liegt wegen

pos(2) > pos(1) der Nachfolger 1 im vierten Qua-

dranten, daher ist die Rotationsmatrix 𝑅2 = 𝑅(3)
und der Eintrag 𝜈(2, 2) = 3.

Spalte 3 beschreibt die Situation für den abhän-

gigen Knoten 3. Dieser hängt von Knoten 1 ab,

daher ist der Eintrag 𝜈(1, 3) = 1. Der Bezugs-
knoten 1 ist gegen 3 um − 𝜋

2 verdreht, daher ist

die Rotationsmatrix 𝑅3 = 𝑅(3) und der Eintrag

𝜈(2, 3) = 3.

Spalte 4 beschreibt die Situation für den von 2 ab-

hängigen Knoten 4. Somit ist der Eintrag 𝜈(1, 4) =
2. Der Bezugsknoten 2 ist gegen 4 um −𝜋 ver-

dreht, was durch die Rotationsmatrix 𝑅4 = 𝑅(2)
beschrieben wird. Damit ist der Eintrag 𝜈(2, 4) =
2.

Nun wird ausführlich gezeigt, wie man aus dieser

Konstruktionsdatenmatrix 𝜈 die zugehörige Vor-

zeichenmatrix 𝔇 erzeugen kann. Mit Hilfe der Ein-

träge in der Spalte 𝑘 der Konstruktionsdatenmatrix

kann man die Vorzeichen (𝒫𝑘)𝜈(1,𝑘) und (𝒟𝑘)𝜈(1,𝑘)
ermitteln. Die 𝑘-te Spalte der Konstruktionsdaten-

matrix liefert die 𝜈(1, 𝑘)-ten Einträge der 𝑘-ten cha-
rakteristischen Vorzeichenmuster (𝒟𝑘, 𝒫𝑘) und

damit die entsprechenden Einträge in den Matri-

zen 𝒟 und 𝒫:

((𝒫𝑘)𝜈(1,𝑘)
(𝒟𝑘)𝜈(1,𝑘)

) = (𝒫𝜈(1,𝑘),𝑘
𝒟𝜈(1,𝑘),𝑘

) (25)

Sind die beteiligten Knoten unabhängig, so erge-

ben sich die Vorzeichen mit Hilfe der Beziehung

((𝒫𝑘)𝜈(1,𝑘)
(𝒟𝑘)𝜈(1,𝑘)

) = 𝑅(𝜈(2, 𝑘)) (p
p) . (26)
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Sind die beteiligten Knoten abhängig, so erhält

man die Vorzeichen mit Hilfe der Beziehung

((𝒫𝑘)𝜈(1,𝑘)
(𝒟𝑘)𝜈(1,𝑘)

) = 𝑅(𝜈(2, 𝑘)) (z
p) . (27)

Die erste Spalte der Konstruktionsdatenmatrix

aus (24) liefert den zweiten Eintrag der ersten cha-

rakteristischen Vorzeichenmuster:

((𝒫1)2
(𝒟1)2

) = 𝑅(0) (p
p) = (p z

z p) (p
p) = (p

p)

Wegen

((𝒫1)2
(𝒟1)2

) = (𝒫2,1
𝒟2,1

) = (𝔇2,1
𝔇1,2

)

gilt also

(𝔇2,1
𝔇1,2

) = (p
p) .

Eine Auswertung der zweiten Spalte führt zum

gleichen Ergebnis und soll hier nicht vorgenom-

men werden.

Durch Auswertung der dritten Spalte erhält

man den ersten Eintrag im dritten charakteris-

tischen Vorzeichenmuster. Da es sich hier um

abhängige Knoten handelt, ist das Ausgangs-

Vorzeichenmuster für die Anwendung der Rotati-

onsmatrix (z, p)𝑇, siehe Gleichung (27).

((𝒫3)1
(𝒟3)1

) = 𝑅(3) (z
p) = (z n

p z) (z
p) = (n

z)

Wegen

((𝒫3)1
(𝒟3)1

) = (𝒫1,3
𝒟1,3

) = (−𝔇3,1
𝔇1,3

)

gilt also

(𝔇3,1
𝔇1,3

) = (p
z) .

Die Auswertung der vierten Spalte für den abhän-

gigen Knoten 4 ergibt:

((𝒫4)2
(𝒟4)2

) = 𝑅(2) (z
p) = (n z

z n) (z
p) = (z

n)

und damit

((𝒫4)2
(𝒟4)2

) = (𝒫2,4
𝒟2,4

) = (−𝔇4,2
𝔇2,4

) = (z
n) .

Alle Spalten sind nun ausgewertet. Zur Ermittlung

weiterer Einträge in den Matrizen 𝒟 und 𝒫 und

damit in der Matrix 𝔇 ist es hilfreich, den zugehö-

rigen Graphen in Abbildung 6 heranzuziehen. Es

müssen noch die Einträge in 𝔇 für Knoten ermit-

telt werden, die im Graph nicht direkt benachbart

sind. Zur Ermittlung der Einträge 𝒟𝑖,𝑗 und 𝒫𝑖,𝑗 be-

trachtet man den Pfad von Knoten 𝑗 zu Knoten

𝑖 im Graph. Für die Auswertung wertet man die

zum Pfad gehörigen Kanten aus und berücksich-

tigt, ob die Knoten abhängig zueinander sind oder

nicht.

Beginnt man im Graph mit dem Knoten 3, so

kommt man über die Kanten mit 𝑅3 und 𝑅1 zum

Knoten 2. Man dreht somit mit 𝑅3 = 𝑅(3) um 3 𝜋
2

und mit 𝑅1 = 𝑅(0) um 0 𝜋
2 . Insgesamt dreht man

also um 3 𝜋
2 , was durch die Anwendung der Rotati-

onsmatrix𝑅(3) umgesetzt wird. Da Knoten 3 keine

Abhängigkeit zu Knoten 2 hat, muss man hier wie

in Gleichung (26) die Rotationsmatrix auf das Vor-

zeichenmuster (p, p)𝑇 anwenden. Es ergibt sich

((𝒫3)2
(𝒟3)2

) = 𝑅(3) (p
p) = (z n

p z) (p
p) = (n

p)

und damit

((𝒫3)2
(𝒟3)2

) = (𝒫2,3
𝒟2,3

) = (−𝔇3,2
𝔇2,3

) = (n
p) .

Beginnt man im Graph in gleicher Weise mit dem

Knoten 4, so kommt man über die Kanten mit

𝑅4 und 𝑅2 zum Knoten 1. Man dreht somit mit

𝑅4 = 𝑅(2) um 2 𝜋
2 und mit 𝑅2 = 𝑅(3) um 3 𝜋

2 , al-

so insgesamt um 5 𝜋
2 , was einer Drehung mit der

Rotationsmatrix 𝑅(1) entspricht. Es ergibt sich

((𝒫4)1
(𝒟4)1

) = 𝑅(1) (p
p) = (z p

n z) (p
p) = (p

n)

und damit

((𝒫4)1
(𝒟4)1

) = (𝒫1,4
𝒟1,4

) = (−𝔇4,1
𝔇1,4

) = (p
n) .

Die Knoten 3 und 4 sind von unterschiedlichen

Knoten abhängig und weisen daher zueinander

keineAbhängigkeit auf. Für die Ermittlung der Ein-

träge bezüglich dieser beiden Knoten beginnt man

beispielsweise im Knoten 3. Mit 𝑅3 = 𝑅(3) dreht
man um 3 𝜋

2 , dann mit 𝑅1 = 𝑅(0) um 0 𝜋
2 . 𝑅4 ent-

spricht einer Drehung um 2𝜋
2
, allerdings wird die

Kante entgegen ihrer Richtung durchlaufen. Somit

entspricht dies auf dem Weg von 3 nach 4 einer

Drehung um −2 𝜋
2 . Die Gesamtdrehung ist somit
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(3 + 0 − 2) 𝜋
2 = 𝜋

2 , was der Matrix 𝑅(1) entspricht.
Es ergibt sich:

((𝒫3)4
(𝒟3)4

) = 𝑅(1) (p
p) = (z p

n z) (p
p) = (p

n)

und damit

((𝒫3)4
(𝒟3)4

) = (𝒫4,3
𝒟4,3

) = (𝔇4,3
𝔇3,4

) = (p
n) .

Die Darstellung des Vorzeichenvektors mit der

Vorzeichenmatrix 𝔇 ist somit berechnet:

𝔇 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

p p z n
p p p n
p p p n
n z p p

⎞⎟⎟⎟
⎠

Für den allgemeinen Fall ist die Situation in Abbil-

dung 7 dargestellt. Es sind 𝑘 unabhängige Knoten

𝑈𝑖 dargestellt, die einen Zyklus bilden. Weiterhin

sind exemplarisch einige abhängige Knoten ein-

gezeichnet. Ein unabhängiger Knoten muss keine

abhängigen, kann aber auch mehrere abhängige

Knoten haben.

Abbildung 7: Erweiterter Graph zur Darstellung der all-

gemeinen Situation

Der Graph ist im Vergleich zum Graphen des Bei-

spiels in Abbildung 6 insofern erweitert worden,

dass auch Kanten vom unabhängigen Knoten zu

seinen abhängigen eingezeichnet sind. Das Kan-

tengewicht dieser hinzugekommenen Kanten ist

nicht in den Daten der Konstruktionsdatenmatrix

enthalten. Es kann aber mit der folgenden Be-

ziehung einfach ermittelt werden: Ist 𝜌 die Refe-

renznummer der Rotationsmatrix des abhängigen

Knotens 𝑘, gilt also 𝑅𝑘 = 𝑅(𝜌), so ist die Refe-

renznummer 𝜌𝑖 der Rotationsmatrix für die entge-

gengesetzte Kante

𝜌𝑖 = (−𝜌) mod 4. (28)

In den Graph zeichnet man der Übersichtlichkeit

halber lediglich die Knoten ein, die für Nicht-Null-

Einträge stehen. Die Graphen haben somit ma-

ximal 𝑛 Knoten. Sind 𝑘 unabhängige Knoten vor-

handen, dann umfasst der Zyklus diese 𝑘 Knoten.

Hinzu kommen noch maximal (𝑛 − 𝑘) abhängige
Knoten.

Es soll nun der Spezialfall betrachtet werden, dass

nur ein einziger unabhängiger Knoten vorhanden

ist. Eine mit dem allgemeinen Fall konsistente De-

finition ist, dass in einem solchen Fall der Knoten

selber als sein Nachfolger gelten soll. Der Zyklus

im Graphen besteht nur aus dem unabhängigen

Knoten und einer Selbstschleife.

Ist 𝑘 dieser einzige unabhängige Knoten, so ist

mit der getroffenen Festlegung der Eintrag in der

Konstruktionsdatenmatrix in der ersten Zeile der

Spalte 𝑘 gleich 𝑘. Es fehlt allerdings ein Kriterium,

um die Rotationsmatrix 𝑅𝑘 festlegen zu können.

In diesem Zusammenhang ist die folgende Notiz

interessant:

Notiz 5.2. Sind mindestens zwei unabhängige

Knoten vorhanden, so ist die Summemodulo 4 der

Referenzzahlen der Rotationsmatrizen aller unab-

hängigen Knoten immer 3.

Beweis: O.B.d.A. kann angenommen werden,

dass die nach zunehmender Position geordnete

Sequenz der unabhängigen Knoten 1, 2, ..., 𝑘 ist.

Dies vereinfacht die Schreibweise der Summan-

den in den folgenden Beweisschritten. Es gilt dann

pos(𝑖) < pos(𝑗) für 𝑖 < 𝑗. Die Rotationsmatrix

des Knotens 𝑗 gibt an, in welchemQuadranten der

Nachfolger 𝜈(1, 𝑗) in Bezug auf 𝑗 liegt. Bezeichnet
man mit 𝑄(𝑗) den Quadranten von Knoten 𝑗, so ist
𝜌𝑗 = (𝑄(𝜈(1, 𝑗)) − 𝑄(𝑗)) mod 4.

Es ist zu beweisen, dass bei einem Zyklus mit 𝑘
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unabhängigen Knoten gilt:

𝑆𝑘 ∶=
𝑘

∑
𝑗=1

𝜌𝑗 mod 4 = 3 (29)

Für die ersten (𝑘 − 1) unabhängigen Knoten im

Zyklus gilt:

𝑘−1
∑
𝑗=1

𝜌𝑗 mod 4 =
𝑘−1
∑
𝑗=1

(𝑄(𝜈(1, 𝑗))−𝑄(𝑗)) mod 4 (30)

Da für 𝑘 > 2 der Nachfolger von Knoten 𝑗 der Vor-
gänger von Knoten 𝑗+2 ist, heben sich in (30) alle
Summanden bis auf zwei auf und es gilt generell

für 𝑘 > 1:
𝑘−1
∑
𝑗=1

𝜌𝑗 mod 4 = (𝑄(𝑘) − 𝑄(1)) mod 4 (31)

In der Gesamtsumme fehlt noch die Referenzzahl

𝜌𝑘 für die Rotationsmatrix 𝑅𝑘. Für die Bestimmung

von 𝜌𝑘 ist zu berücksichtigen, dass anders als in

den ersten (𝑘 − 1) Fällen die Position des Nach-

folgerknotens kleiner als die des Vorgängers ist.

Der Nachfolger von Knoten 𝑘 ist 𝜈(1, 𝑘) = 1. Weil

Knoten 1 nach unserer Annahme der erste in der

Sequenz ist, gilt pos(1) < pos(𝑘).

Ist 𝑣 = 𝜈(1, 𝑗) der Nachfolger und 𝑤 = 𝑗 der

Vorgänger, so erkennt man in Tabelle 5, dass für

pos(𝜈(1, 𝑗)) > pos(𝑗) die Differenz der Quadranten
𝑑𝑄 gerade der Referenzzahl der Rotationsmatrix

entspricht4.

Im Falle pos(𝜈(1, 𝑗)) < pos(𝑗) ist hingegen 𝜌𝑗 =
(𝑑𝑄 − 1) mod 4. Daher gilt:

𝜌𝑘 = (𝑄(1) − 𝑄(𝑘) − 1) mod 4 (32)

Mit (31) ergibt sich somit für die Summe der Refe-

renzzahlen der Rotationsmatrizen aller unabhän-

gigen Knoten

𝑆𝑘 =
𝑘

∑
𝑗=1

𝜌𝑗 mod 4

= (𝑄(𝑘) − 𝑄(1) + 𝑄(1) − 𝑄(𝑘) − 1) mod 4
= −1 mod 4 = 3, (33)

wie zu beweisen war.

Es ist daher naheliegend, auch für den Fall eines

einzigen unabhängigen Knotens 𝑘 für die Refe-

renzzahl der Rotationsmatrix 𝜌𝑘 = 3 zu wählen.

4 In Tabelle 5 werden die effektiven Quadranten angegeben.

Der effektive Quadrant 𝑄 kann mit der Referenzzahl 𝜌 = 𝑄−1
beschrieben werden, siehe Abschnitt 3.1.

5.5 Algorithmus zur Erzeugung der

Konstruktionsdatenmatrix

Der Algorithmus 2 beschreibt die Erzeugung aller

Vorzeichenmatrizen 𝔇 für komplexe Vorzeichen-

vektoren der Ordnung 𝑛 mit genau 𝑛 von null ver-

schiedenen Komponenten. Mit diesem Algorith-

muswerden die 𝑛2 Einträge von𝔇 ermittelt. Natur-

gemäß sieht der Algorithmus zur Erzeugung der

Konstruktionsdatenmatrix mit lediglich 2 𝑛 Einträ-

gen einfacher aus. Die Vorgehensweise hierfür

wird durch den auf der nächsten Seite dargestell-

ten Algorithmus 3 beschrieben.

Durch Vergleich der beiden Struktogramme sind

die Parallelen in beiden Algorithmen leicht zu er-

kennen. So sind die Unterprogramme U1 bis U4,

welche die unterschiedlichen Fälle generieren,

in beiden Algorithmen dieselben. Auch bei den

Schleifen findet man Übereinstimmungen. In bei-

den Algorithmen treten Iterationen über alle Par-

titionen, über alle Kombinationen der Quadran-

ten der unabhängigen Elemente, über alle Se-

quenzen der unabhängigen Elemente und über

alle Verdrehungs-Kombinationen der abhängigen

Elemente auf. Lediglich die Nummerierung der

Schleifen unterscheidet sich.

Die Konstruktionsdatenmatrizen der komplexen

Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑘 ≤ 𝑛 mit ge-

nau 𝑘 von null verschiedenen Elementen bilden

die Basis für die Erstellung der Konstruktionsda-

tenmatrizen der Ordnung 𝑛.

Um von einer Konstruktionsdatenmatrix der Ord-

nung 𝑘 auf eine der Ordnung 𝑛 zu kommen, wird

für jedes Null-Element 𝑗 des Vektors 𝑞 die Spal-

te 𝑗 in der Konstruktionsdatenmatrix der Ordnung

𝑛 zu einer Null-Spalte. Ausgehend von den Matri-

zen mit 𝑘 Spalten müssen deswegen die Einträge

in der ersten Zeile passend umnummeriert wer-

den.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Vorgehens-

weise. Die Konstruktionsdatenmatrix 𝜈𝐼3 mit 𝑘 = 3
Elementen ungleich null soll als Basis für einen

komplexen Vorzeichenvektor der Ordnung 𝑛 = 5
verwendet werden.

𝜈𝐼3 = (2 1 1
3 0 2)

Es gibt (5
2) = 10 Möglichkeiten, die beiden Null-

Komponenten im Vektor der Ordnung 𝑛 = 5 zu

platzieren. Wählt man für das Beispiel die erste

und vierte Komponente gleich null, so erhält man

die folgende aus 𝜈𝐼3 erzeugte Konstruktionsda-

tenmatrix:
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Algorithmus 3. Bestimmung aller Konstruktionsdatenmatrizen 𝜈 für die komplexen Vorzeichenvektoren

der Ordnung 𝑛 mit genau 𝑛 von null verschiedenen Elementen

U1: Erstelle eine Liste aller ∑𝑛
𝑘=1 {𝑛

𝑘} Partitionen der Elemente aus 𝐼𝑛 ∶= {1, … , 𝑛}.

L1: Für jede Partition in der Liste

U2: Generiere alle 4𝑘−1 Kombinationen von Quadranten aus 𝑄 ∶= {1, 2, 3, 4} für die
(𝑘 − 1) unabhängigen Elemente größer als 1 aus den 𝑘 Gruppen der Partition.

U3: Generiere alle (𝑘 − 1)! Sequenzen der Positionen der (𝑘 − 1) unabhängigen
Elemente der 𝑘 Gruppen.

U4: Generiere alle 4𝑛−𝑘 (𝑛 − 𝑘)-stelligen Kombinationen aus {0, 1, 2, 3} für die Ver-

drehungen der (𝑛 − 𝑘) abhängigen Elemente.

L2: Für jede Kombination der Quadranten

L3: Für alle Sequenzen

L4: Für alle 𝑘 unabhängigen Elemente

U5: Trage den Nachfolger in Zeile 1 und die Referenzzahl der Rotati-

onsmatrix in Zeile 2 der Spalte des unabhängigen Elements ein.

L5: Für jede Kombination der Verdrehungen

L6: Für alle (𝑛 − 𝑘) abhängigen Elemente

U6: Trage das unabhängige Element in Zeile 1 und die Rotations-

matrix in Zeile 2 der Spalte des abhängigen Elements ein.

U7: Schreibe die Konstruktionsdatenmatrix 𝜈 in die Liste.

𝜈𝐼5 = (0 3 2 0 2
0 3 0 0 2)

Aus Knoten 1 für 𝑛 = 3 wird Knoten 2 für 𝑛 =
5, aus Knoten 2 wird Knoten 3 und aus Knoten 3

wird Knoten 5. Die zueinander gehörigen Spalten

der Matrizen 𝜈𝐼3 und 𝜈𝐼5 sind zur Verdeutlichung

in gleichen Farben abgedruckt. Die beiden Null-

Knoten 1 und 4 für 𝑛 = 5 werden in 𝜈𝐼5 jeweils

durch eine Null-Spalte repräsentiert.

Zur Ermittlung aller Konstruktionsdatenmatrizen

für komplexe Vorzeichenvektoren der Ordnung 𝑛
kann Algorithmus 1 in naheliegender Weise mo-

difiziert werden. In den Schritten 4 und 5 erzeugt

man an Stelle der Vorzeichenmatrizen 𝔇 die ent-

sprechenden Konstruktionsdatenmatrizen 𝜈.

Die in Abschnitt 8 beschriebene Funktion zum

Generieren aller komplexen Vorzeichenvektoren

nutzt die weitgehend parallelen Schritte aus und

erzeugt in einem Durchlauf sowohl die Vorzei-

chenmatrizen 𝔇 als auch die Konstruktionsdaten-

matrizen 𝜈.

6 Prüfung auf Vorzeichen-Steuerbarkeit

Anhand von Abbildung 1 kann man erkennen,

dass die vorzeichen-steuerbaren Systeme eine

Teilklasse der strukturell steuerbaren Systeme bil-

den. Die streng strukturell steuerbaren Systeme

bilden eine Teilklasse der vorzeichen-steuerbaren

Systeme.

In [9, S. 100] ist ein Algorithmus mit der Be-

zeichnung Algorithm 2 zum Test auf Vorzeichen-

Steuerbarkeit angegeben. Die Überprüfung ei-

nes Systems auf strenge strukturelle Steuerbar-

keit kann sehr effizient ausgeführt werden, siehe

[18]. Daher wird inAlgorithm 2 zunächst überprüft,

ob das System streng strukturell steuerbar ist. Ist

dies der Fall, so ist es auch vorzeichen-steuerbar.

Für nicht streng strukturell steuerbare Systeme

wird auf strukturelle Steuerbarkeit geprüft, da die-

se eine notwendige Bedingung für Vorzeichen-

Steuerbarkeit ist. Ist das System strukturell steu-

erbar, dann müssen für jeden komplexen Vorzei-

chenvektor der Ordnung 𝑛 einige Bedingungen
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überprüft werden, die in einem weiteren Algorith-

mus mit der Bezeichnung Algorithm 1 formuliert

sind [9, S. 98]. Hierzu benötigt man eine Liste aller

komplexen Vorzeichenvektoren, wie sie mit den

Algorithmen aus Abschnitt 5 erzeugt werden kön-

nen.

Aufgrund der bereits für niedrige Ordnungen ho-

hen Zahl von komplexen Vorzeichenvektoren ist

diese Überprüfung in der Praxis nur für Systeme

niedriger Ordnung effizient durchführbar. Das Ent-

scheidungsproblem, ob ein System vorzeichen-

steuerbar ist, gehört zu den NP-vollständigen Pro-

blemen, vgl. [9, S. 95].

In [9, S. 99] wird in Satz 5.8 gezeigt, dass man in

bestimmten Fällen ein System der Ordnung (𝑛−1)
an Stelle des ursprünglichen Systems der Ord-

nung 𝑛 auf Vorzeichen-Steuerbarkeit untersuchen

kann. Algorithm 2 ist daher rekursiv angelegt und

führt die Prüfung eines Systems der Ordnung 𝑛 so

oft wie möglich auf ein System der Ordnung (𝑛−1)
zurück, auf das der Algorithmus dann angewandt

wird.

7 Prüfung auf

Vorzeichen-Stabilisierbarkeit

Anhand von Abbildung 1 kann man erkennen,

dass vorzeichen-steuerbare Systeme und damit

auch streng strukturell steuerbare Systeme eine

Teilklasse der vorzeichen-stabilisierbaren Syste-

me bilden.

Man kann die beiden in Abschnitt 6 skizzierten

Algorithmen leicht abändern, um ein System auf

Vorzeichen-Stabilisierbarkeit zu untersuchen. Die

Änderungen inAlgorithm 1wurden in [9, S. 98] be-

reits explizit genannt.

In Algorithm 2 muss man im Vergleich zur Über-

prüfung auf Vorzeichen-Steuerbarkeit die Prüfung

auf strukturelle Steuerbarkeit weglassen, da struk-

turelle Steuerbarkeit keine notwendige Bedingung

für Vorzeichen-Stabilisierbarkeit ist, siehe Abbil-

dung 1.

Auch der auf diese Weise für die Vorzeichen-

Stabilisierbarkeit angepassteAlgorithm 2 kann re-

kursiv konstruiert werden, da für die Vorzeichen-

Stabilisierbarkeit die Reduktionsmöglichkeit aus

Hartungs Satz 5.8 [9, S. 99] ebenfalls anwendbar

ist.

8 Funktionen in der SALS Toolbox

Die SALS Toolbox ist eine MATLAB-Toolbox zur

Analyse linearer Systeme mit Hilfe von Metho-

den, die von den konkreten numerischen Para-

metern der Systemmatrizen unabhängig sind [12].

Sie kann über den MathWorks File-Exchange-

Server heruntergeladen werden. Es stehen Funk-

tionen zur Verfügung, mit denen man alle kom-

plexen Vorzeichenvektoren für Ordnungen 𝑛 ≤
7 generieren kann. Die ebenfalls bereitgestell-

ten Funktionen zur Überprüfung von Systemen

auf Vorzeichen-Steuerbarkeit und Vorzeichen-

Stabilisierbarkeit greifen auf die Funktionen zur

Erzeugung der komplexen Vorzeichenvektoren

zurück.

Nachfolgend werden einzelne Funktionen der

SALS Toolbox im Zusammenhang mit der Erzeu-

gung der komplexen Vorzeichenvektoren vorge-

stellt. Die Beschreibung bezieht sich auf die Ver-

sion 1.3.1 der Toolbox, die für MATLAB-Versionen

ab R2018b lauffähig ist.

8.1 Funktion genAllCsv()

Die Funktion genAllCsv() ist eine MATLAB-

Implementierung von Algorithmus 1. Mit ihr kön-

nen alle komplexen Vorzeichenvektoren der Ord-

nungen 𝑛 = 1, … , 7 in Form der Vorzeichenmatri-

zen 𝔇 und in Form der Konstruktionsdatenmatri-

zen 𝜈 erzeugt werden. Die Syntax zum Aufruf der

Funktion lautet:

[csvList,cdmList] = genAllCsv(n)

csvList ist ein Vektor aller Vorzeichenmatrizen 𝔇
aus V𝑛×𝑛, die komplexe Vorzeichenvektoren [𝑞]
der Ordnung 𝑛 repräsentieren. Die zugehörigen

Konstruktionsdatenmatrizen 𝜈 stehen in cdmList.
Die Einträge der gespeicherten Vorzeichenmatri-

zen sind zur effizienten Nutzung des Speicherplat-

zes vom Datentyp uint8. csvList hat die Struktur

einer (𝑛 × 𝑛 × num)-Matrix, wobei num die mit Glei-

chung (17) bestimmte Zahl der komplexen Vorzei-

chenvektoren ist. cdmList hat die Struktur einer

(2 × 𝑛 × num)-Matrix.

Die Vorzeichen in der csvList sind aus Effizienz-

gründen in der für die SALS Toolbox definierten

Integer-Notation gespeichert. Zur besseren Les-

barkeit können die für die Vorzeichen verwende-

ten Symbole z, p und n mit Hilfe von MATLAB-

Strings dargestellt werden. Es gelten folgende
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Vereinbarungen:

z =̂ 0 p =̂ 1 n =̂ 2 (34)

Mit Hilfe der Toolbox-Funktion intf_int2str()
kann man eine Darstellung unter Verwendung der

definierten Symbole erzeugen. Listing 1 zeigt die

Erzeugung der komplexen Vorzeichenvektoren

und die Wandlung in die String-Darstellung.

% Erzeugen aller komplexen Vor-
% zeichenvektoren der Ordnung 4
[csvList ,cdmList] = genAllCsv(4);
% Auswahl Element 400 aus der Liste
D_int = csvList(:,:,400);
% Wandeln in string -Darstellung
D_str = intf_int2str(D_int);

Listing 1: Beispiel zur Erzeugung komplexer Vor-

zeichenvektoren und Wandlung in String-

Darstellung

Wegen der großen Anzahl der komplexen Vorzei-

chenvektoren ist der Speicherbedarf bereits für

niedrige Ordnungen groß. Die Liste aller Vorzei-

chenmatrizen für die Ordnung 𝑛 = 7 belegt Spei-

cherplatz von rund 2,15 GB. Für die Ordnung

𝑛 = 8 würde man rund 112,6 GB Speicher benöti-

gen. Dieser Wert übersteigt die von MATLAB auf

einem Windows-Rechner mit 16 GB Arbeitsspei-

cher mögliche Matrix-Größe um ein Vielfaches.

Auch wenn man nur die Konstruktionsdatenmatri-

zen abspeichern würde, bräuchte man dafür bei

𝑛 = 8 bereits rund 28,2 GB Arbeitsspeicher.

8.2 Funktion intf_genAllCsvNz()

Mit der Funktion intf_genAllCsvNz() werden die

Algorithmen 2 und 3 aus Abschnitt 5 umgesetzt.

Die Funktion wird von genAllCsv() aufgerufen.

Sie generiert alle komplexen Vorzeichenvektoren

der Ordnung 𝑛 mit genau 𝑛 von null verschiede-

nen Elementen.

Die Syntax zum Aufruf der Funktion lautet

[csvList, cdmList] = genAllCsvNz(n).

csvList ist ein Vektor aller Vorzeichenmatrizen

aus V𝑛×𝑛, die komplexe Vorzeichenvektoren [𝑞]
der Ordnung 𝑛 mit genau 𝑛 Elementen ungleich

null repräsentieren. Entsprechend ist cdmList der

zugehörige Vektor der Konstruktionsdatenmatri-

zen.

8.3 Funktion intf_stirling2()

Mit der Funktion intf_stirling2() kann die

Stirling-Zahl zweiter Art berechnet werden. Die

Syntax lautet:

s2 = intf_stirling2(n,k)

Hierbei ist n die Anzahl der Elemente der Menge,

die in k nichtleere und disjunkte Teilmengen par-

titioniert wird. s2 ist die Stirling-Zahl zweiter Art.

In der Funktion wird eine Formel aus [15, S. 287]

verwendet.

8.4 Funktion intf_getNumCsvAll()

Die Anzahl aller komplexen Vorzeichenvek-

toren der Ordnung 𝑛 kann mit der Funktion

intf_getNumCsvAll() bestimmt werden. Die

Syntax lautet:

numCsv = intf_getNumCsvAll(n)

Hierbei ist numCsv die Anzahl der komplexen

Vorzeichenvektoren der Ordnung n nach Formel

(17).

8.5 Funktion intf_getSignPattern()

Mit der Funktion intf_getSignPattern() können

die charakteristischen Vorzeichenmuster eines

komplexen Vorzeichenvektors [𝑞] erzeugt wer-

den.

Die charakteristischen Vorzeichenmuster wurden

in Abschnitt 3 eingeführt. Für jeden komplexen

Vorzeichenvektor [𝑞] gibt es 𝑛 Paare von Spalten-

vektoren (𝒟𝑤, 𝒫𝑤) mit 𝑤 ∈ {1, … , 𝑛}. Diese wer-

den in Form zweier Vorzeichenmatrizen 𝒟 und 𝒫
aus V𝑛×𝑛 dargestellt. Die Syntax lautet:

(dPat,pPat) = intf_getSignPattern(D)

Hierin sind dPat und pPat die beiden Vorzei-

chenmatrizen 𝒟 und 𝒫, deren 𝑤-te Spalten je-

weils das 𝑤-te charakteristische Vorzeichenmus-

ter (𝒟𝑤, 𝒫𝑤) bilden. Der Eingangsparameter D ist

die Vorzeichenmatrix 𝔇 des komplexen Vorzei-

chenvektors.
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8.6 Funktion intf_chkSignPattern()

Nicht jede Vorzeichenmatrix 𝔛 ∈ V𝑛×𝑛 stellt ei-

nen komplexen Vorzeichenvektor dar. Zur Über-

prüfung bestimmt man zunächst die charakteris-

tischen Vorzeichenmuster von 𝔛. Die Funktion

intf_chkSignPattern() überprüft, ob die cha-

rakteristischen Vorzeichenmuster einen komple-

xen Vorzeichenvektor repräsentieren. Die Syntax

für diese Funktion lautet:

isCsv = intf_chkSignPattern(dPat,pPat)

dPat und pPat sind die Vorzeichenmatrizen

mit den charakteristischen Vorzeichenmustern,

wie sie von Funktion intf_getSignPattern()
bestimmt werden. Falls diese einen komplexen

Vorzeichenvektor darstellen, ist das Ergebnis

isCsv gleich eins, andernfalls null. Listing 2 zeigt

die Anwendung dieser Funktion.

% X ist eine Vorzeichenmatrix
% in beliebiger Darstellung
[dPpat , pPat] = intf_getSignPattern(

X);
isCsv = intf_chkSignPattern(...

dPat,pPat);

Listing 2: Beispiel zur Prüfung, ob eine Vorzeichenma-

trix einen komplexen Vorzeichenvektor dar-

stellt

8.7 Funktion intf_signPatt2Csv()

Mit der Funktion intf_signPatt2Csv() kann aus

den Matrizen mit den komplexen Vorzeichenmus-

tern die Darstellung des komplexen Vorzeichen-

vektors [𝑞] mit Hilfe der Vorzeichenmatrix 𝔇 er-

zeugt werden. Die Syntax lautet:

D = intf_signPatt2Csv(dPat,pPat)

Hierin sind dPat und pPat die beiden Vorzeichen-

matrizen 𝒟 und 𝒫, deren 𝑤-te Spalten jeweils die

𝑤-ten charakteristischen Vorzeichenmuster 𝒟𝑤
bzw. 𝒫𝑤 enthalten. Der Rückgabewert D ist die

Vorzeichenmatrix 𝔇 des komplexen Vorzeichen-

vektors.

8.8 Funktion intf_cdm2csv()

Mit der Funktion intf_cdm2csv() kann man aus

der Darstellung mit der Konstruktionsdatenmatrix

𝜈 die Darstellung mit der Vorzeichenmatrix 𝔇 er-

zeugen. Die Syntax lautet:

csvD = intf_cdm2csv(cdm)

Hierin ist csvD die Darstellung des komplexen Vor-

zeichenvektors als Vorzeichenmatrix 𝔇 und cdm
die Darstellung als Konstruktionsdatenmatrix 𝜈.

8.9 Funktion intf_csv2cdm()

Mit der Funktion intf_csv2cdm() kann man aus

der Darstellung eines komplexen Vorzeichenvek-

tors als Vorzeichenmatrix 𝔇 die Darstellung als

Konstruktionsdatenmatrix 𝜈 erzeugen. Die Syntax

lautet:

cdm = intf_csv2cdm(D)

Hierin ist cdm die Darstellung des komplexen

Vorzeichenvektors als Konstruktionsdatenmatrix 𝜈
und D die Darstellung als Vorzeichenmatrix 𝔇.

8.10 Funktion csvFromComplVect()

Mit der Funktion csvFromComplVect() kann man

für einen komplexen Vektor 𝑞 den komplexen Vor-

zeichenvektor in unterschiedlichen Darstellungen

erzeugen. Die Syntax der drei Aufrufoptionen lau-

tet:

D = csvFromComplVect(q,ctrl)

[Dpat,Ppat] = csvFromComplVect(q,ctrl)

[D,Dpat,Ppat] = csvFromComplVect(q,ctrl)

Hierin stehen q für den zu klassifizierenden kom-

plexen Vektor, D für die Darstellung des komple-

xen Vorzeichenvektors mit der Vorzeichenmatrix

𝔇, Dpat und Ppat für die Vorzeichenmatrizen 𝒟
und 𝒫 mit den komplexen Vorzeichenmustern.

Über den Parameter ctrl kann gewählt werden,

ob die Darstellung der Vorzeichen mit den ver-

einbarten Symbolen oder mit Hilfe von Integer-

Werten erfolgen soll.

9 Ergebnisse und Ausblick

In diesem Beitrag wurden der Begriff des kom-

plexen Vorzeichenvektors und mehrere Darstel-

lungsmöglichkeiten für komplexe Vorzeichenvek-

toren erläutert. Es wurde eine Methode entwi-

ckelt, rechnergestützt alle komplexen Vorzeichen-

vektoren der Ordnung 𝑛 zu erzeugen. Der hierbei
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entwickelte Algorithmus wurde in der MATLAB-

Funktion genAllCsv() als Bestandteil der SALS

Toolbox implementiert. Man kann damit alle kom-

plexen Vorzeichenvektoren bis einschließlich der

Ordnung 𝑛 = 7 als Vorzeichenmatrix und Kon-

struktionsdatenmatrix generieren. Weitere Funk-

tionen im Zusammenhang mit komplexen Vorzei-

chenvektoren wurden ebenfalls realisiert und be-

schrieben. Mit den in der SALS Toolbox verfügba-

ren Funktionen ist ein rechnergestützter Umgang

mit komplexen Vorzeichenvektoren sowie die Prü-

fung von Systemen auf Vorzeichen-Steuerbarkeit

und Vorzeichen-Stabilisierbarkeit möglich.

Prinzipiell ist es möglich, auf die beschriebe-

ne Weise auch komplexe Vorzeichenvektoren für

Ordnungen 𝑛 > 7 zu erzeugen. Allerdings ist in

der Praxis der zur Verfügung stehende Speicher-

platz begrenzt. Man könnte auch auf die Speiche-

rung der komplexen Vorzeichenvektoren verzich-

ten und direkt nach der Erzeugung des jeweiligen

komplexen Vorzeichenvektors die gewünschten

Prüfungen durchführen. Wegen der großen An-

zahl komplexer Vorzeichenvektoren und der ent-

sprechend großen Rechenzeiten ist dieser An-

satz allerdings auch nicht zielführend. Für die Pra-

xis wird man sich daher auf solche Systeme be-

schränken müssen, deren Ordnung maximal 7 ist

oder die auf ein System mit einer Ordnung von

𝑛 ≤ 7 zurückgeführt werden können.

Symbolverzeichnis

∼𝑐 Äquivalenzrelation zur Klassifikation von

komplexen Vektoren

C Menge der komplexen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

U Menge der unsicheren Zahlen, U ∶=
{z, p, n, zp, zn, pn, zpn}

V Menge der Vorzeichen, V ∶= {z, p, n}
𝒟 Vorzeichenmatrix mit den charakteristi-

schen Vorzeichenmustern der Realteile ei-

nes komplexen Vorzeichenvektors, 𝒟 ∈
V𝑛×𝑛

𝒟𝑤 𝑤-te Spalte von 𝒟, 𝒟𝑤 ∈ V𝑛. Der Vektor

enthält die Vorzeichen der Realteile eines

auf den 𝑤-ten Eintrag normierten komple-

xen Vektors.

(𝒟𝑤)𝑣 𝑣-te Komponente in 𝒟𝑤 bzw. Eintrag 𝒟𝑣,𝑤
in Zeile 𝑣 und Spalte 𝑤 in 𝒟

𝒫 Vorzeichenmatrix mit den charakteristi-

schen Vorzeichenmustern der Imaginär-

teile eines komplexen Vorzeichenvektors,

𝒫 ∈ V𝑛×𝑛

𝒫𝑤 𝑤-te Spalte von 𝒫, 𝒫𝑤 ∈ V𝑛. Der Vektor

enthält die Vorzeichen der Imaginärteile ei-

nes auf den 𝑤-ten Eintrag normierten kom-

plexen Vektors.

(𝒫𝑤)𝑣 𝑣-te Komponente in 𝒫𝑤 bzw. Eintrag 𝒫𝑣,𝑤
in Zeile 𝑣 und Spalte 𝑤 in 𝒫

𝔇 Darstellungsform für einen komplexen

Vorzeichenvektor mit Hilfe einer Vorzei-

chenmatrix, 𝔇 ∈ V𝑛×𝑛

𝜅 Anzahl aller komplexer Vorzeichenvekto-

ren der Ordnung 𝑛
𝜅𝑙 Anzahl komplexer Vorzeichenvektoren der

Ordnung 𝑙 für Vektoren mit genau 𝑙 von null
verschiedenen Komponenten

𝜈 Konstruktionsdatenmatrix zur Darstellung

eines komplexen Vorzeichenvektors, 𝜈 ∈
N 2×𝑛

0
𝛾 Vorzeichenvektor zur Charakterisierung

der Vorzeichen von Real- und Imaginärteil

einer komplexen Zahl, 𝛾 ∈ V2. Die erste

Komponente enthält das Vorzeichen des

Imaginärteils.

𝜙𝑖 Argument bzw. Winkel der 𝑖-ten Kompo-

nente eines komplexen Vektors

𝜌 Referenznummer zur Beschreibung ei-

ner der vier Rotationsmatrizen, 𝜌 ∈
{0, … , 3}

𝐴 Systemmatrix eines linearen zeitinvarian-

ten Systems, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛

𝐵 Eingangs- oder Steuermatix eines linearen

zeitinvarianten Systems, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑟

𝑄 Quadrant der komplexen Zahlenebene,

𝑄 ∈ {1, … , 4}. Die Quadranten 1 bis 4 wer-
den auch mit den römischen Zahlen 𝐼 bis

𝐼𝑉 bezeichnet.

𝑅 Menge der Rotationsmatrizen zur Rotation

von Vorzeichenmustern

𝑆 Stirling-Zahl 2. Art, 𝑆(𝑙, 𝑘) = {𝑙
𝑘}

𝑑𝑄 Differenz von Quadranten zweier komple-

xen Zahlen modulo 4, 𝑑𝑄 ∈ {0, … , 3}
𝑑𝑣,𝑤 Element aus den 2𝑛2 charakteristischen

Daten für einen komplexen Vorzeichen-

vektor, 𝑑𝑣,𝑤 ∶= sgn (𝑟𝑣𝑟𝑤 cos(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤))
𝑛 Ordnung eines Systems bzw. eines kom-

plexen Vorzeichenvektors

n Menge aller negativen reellen Zahlen

p Menge aller positiven reellen Zahlen

pn Menge der reellen Zahlen ungleich null

𝑝𝑣,𝑤 Element aus den 2𝑛2 charakteristischen

Daten für einen komplexen Vorzeichen-

vektor, 𝑝𝑣,𝑤 ∶= sgn (𝑟𝑣𝑟𝑤 sin(𝜙𝑣 − 𝜙𝑤))
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𝑞 Komplexer Vektor, 𝑞 ∈ C
[𝑞] Komplexer Vorzeichenvektor zum komple-

xer Vektor 𝑞, [𝑞] ∈ C𝑛/ ∼𝑐
𝑟𝑖 Betrag der 𝑖-ten Kompontente eines kom-

plexen Vektors

𝑡 Zeitvariable, 𝑡 ∈ R
𝑢 Eingangs- oder Steuervektor eines linea-

ren zeitinvarianten Systems, 𝑢 ∈ R𝑟

𝑥 Zustandsvektor eines linearen zeitinvari-

anten Systems, 𝑥 ∈ R𝑛

z Menge mit der reellen Zahl 0

zn Menge der nichtpositiven reellen Zahlen

zp Menge der nichtnegativen reellen Zah-

len

zpn Menge der reellen Zahlen
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